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INTRODUCERE

Matematica este una dintre cele mai vechi si, in acelasi timp, vii stiinte, aflatd intr-o
continud dezvoltare. Care ar fi explicatia? Nu e greu de raspuns: datoritd puternicelor metode pe
care le-a dezvoltat pentru a rezolva variate probleme apdrute in alte domenii de stiintd. De
exemplu, functionarea unui motor este descrisd, pe baza unor principii fizice, prin ecuatii
matematice destul de complicate, care implica calcul tensorial, ecuatii integro-diferentiale, un
aparat matematic care necesitd un volum consistent de cunostinte initiale pur teoretice. Tot astfel,
introducerea unui nou medicament (a se vedea vaccinurile anti-COVID) sau orice modelare a vietii

sociale se face dupa un studiu statistic bine pus la punct matematic.

In aceste pagini cititorul va gasi notiunile introductive si principalele rezultate matematice
care sunt implicate in modelele descrise mai sus. Informatiile prezentate nu sunt exhaustive, daca
cititorul doreste sd aprofundeze anumite studii sau sd gaseasca alte aplicatii el poate studia oricare

dintre titlurile bibliografice de la sférsitul cartii, titluri folosite, de altfel, si de autori.

Lucrarea se adreseaza studentilor care au in Planul de Invatamant al specializarii pe care o

urmeaza disciplina Matematici speciale.

Autorii sperd ca parcurgerea paginilor acestei carti sa fie mai lind decat a fost scrierea lor.
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- 1.1 Introducere

In cadrul acestei unitati de invitare se inregistreaza ecuatiile diferentiale de ordinul inti cu
metodele de integrare specifice, care conduc la obtinerea solutiilor generale ale acestora
(familia curbelor integrale).

1.2. Competentele unititii de invatare

- / Dupa parcurgerea acestei unitati de invatare studentul va fi capabil:

-sa prezinte si sd exemplifice notiunea de ecuatie diferentiala de ordinul intai;

é -sa recunoasca si sa aplice integrarea ecuatiilor de ordinul intai: cu variabile

separabile, de tip omogen si reductibil la ele, liniare, Bernoulli, Riccati, cu
diferentiale totale exacte precum si acelea a caror solutie generala se obtin sub forma
parametrica (Clairaut, Lagrange, etc.).

Durata medie de parcurgere a acestei unititi de invitare este de 3 ore.



1.3. Consideratii generale

Fie /uninterval € Rsi f: I - R o functie ce admite primitiva. Cea mai simpla
ecuatie diferentiala este de forma:

y' = fx)

si rezolvarea ei se reduce la aflarea primitivei lui f :
y(x) = If(x)dx+C, CeR

Fie D < R?,unde D este o multime deschisd si /' : D—R este o functie continua.
Forma normala a ecuatiei diferentiale de ordinul intai este:

y = flx,y)

Presupunem ca Q : D - R — {0} si O este o functie continui. Inmultim (1.3) cu Q
si obtinem:

O@x,y) «y' = 0(x,y) « fix,y) = 0

sau

00 )L~ 0(.y) - fix,y) = 0
sau
O(x,y)dy — Q(x,y) « flx,y)dx = 0
Daca notam cu P(x,y) = —Q(x,y) « fix,y), atunci (1.6) devine:
O, y)dy + P(x,y)dx = 0
ce reprezintd o noud forma a ecuatiei diferentiale de ordinul intai.
1.4. Ecuatia diferentiala cu variabile separabile
O ecuatie diferentiald de forma:
a(x)dx +b(y)dy = 0

undea : I - R, b : I, - R sunt functii continue date, se numeste ecuatie
diferentiala de ordinul intéi, cu variabile separabile

Teorema 1.: Fie functia f : I, x I, - R, unde:

fox,y) = f a(f)dr + j " b(0)dt, (xoxo) € I x I

X Yo

i f are proprietatea:

df(x,y) = a(x)dx + b(y)dy
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Fiecare solutie x - y(x) a ecuatiei diferentiale cu variabile separabile, cu
graficul c 1) x I, satisface relatia f(x,y(x)) = C, unde C este o constantd.

Reciproc, daca f{x,y(x)) = C defineste pe y ca functie implicitd, diferentiabild de

X, atunci aceastd functie este o solutie a ecuatiei diferentiale cu variabile separabile.
Demonstratie. Existenta lui f este asigurata de continuitatea functiilor a si b.

In plus:
%(x,y) _ d%( [ a(t)dt) — a()
Ly = ([ b ) = b0
Cum
df(x,y) = %dx + %dy
rezulta ca:

dfx,y) = a(x)dx + b(y)dy

Reciproc, presupunem ca x - y(x),x € (a1,b1) = I, este solutie a ecuatiei
diferentiale cu variabile separabile, asa incat:

(x,y(x)) e I xI, ¥Yx € I, = (a1,b1)

Sa aratam ca f{x,y(x)) = C.
Se considera functia compusa x - g(x) = f(x,y(x)),Vx € (a1,b1).
Atunci:

g () = Lo+ Law) v -

a(x) + b(r(x)) ¥ (x) = 0,Vx € (a1,b1).

deci g este o constantd C pe intervalul (a1, b1), deci, orice solutie y a ecuatiei
diferentiabile cu variabile separabile, satisface ecuatia implicita:

fx,y) =C

Sa presupunem acum, ca ecuatia f{x,y) = C defineste pe y ca o functie implicita,
diferentiabila de x pe intervalul (a,b1) = [,

Din f{x,y) = Crezulta ca x —» g(x) = flx,y(x))este constanta pe (a1,b1),
decig (x) = 0 = a(x) + b(y) + y si deci y este o solutie a ecuatiei diferentiale cu
variabile separabile.

Aceasta teorema arata un procedeu de gésire a solutiei ecuatiei diferentiale cu
variabile separabile, deci solutia este definita prin familia de ecuatii:

J,

0

a(t)dt + Jy b(t)dt = C

ce reprezintd o familie de curbe integrale.
O ecuatie diferentiabild de tipul
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ai(x) «b2(y)dx + ax(x) «b1(y)dy = 0
unde
ap,ay € CO(Il),bl,bz € CO(IQ)

se numeste ecuatie diferentiald cu variabile separabile. Daca ne limitdm la
subintervalele lui /; si I pe care a>(x) # 0,b2(y) # 0, ecuatia (1.20) primeste forma:

ap(x) bl()’) _
) dx + ) dy=20

\i{ﬂﬁ;\)"

Exemple 1. vezi pagina de Exemple |

1.5. Ecuatia diferentiala omogena

Forma generala a ecuatiei, este:

% =]<%>, feC'),x =0

Se face substitutia:

Y _ _
< =u sau y(x) = x - u(x),
care reprezinta o schimbare de functie (# noua functie) prin pastrarea

argumentului: x.
Avem:

¥ (x) = u(x) +xu' (x)
Inlocuind (1.24) in (1.22), rezulta:
u+xu = flu)
sau

u—f(u)+x-%=0

sau
(u —flu))dx + xdu = 0
care este o ecuatie cu variabile separabile.

N Exemple 2.

Si se determine familia de curbe cu proprietatea ci tangenta in punctul B(x?,y?)
taie axa Oy in A(0,—4x?).
Fie y = y(x) curba cautata. Ecuatia tangentei in punctul B este:
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d-Y-y* =y ()X -x?)
sicum A € d, rezulta:
-2 =2 =y W0 -x)

Sau:

IORS:

Solutia generala a ecuatiei (1.30), este:

_of L __1
y —x(z In(en) ),x > 0,c>0

Exemple 3.[ vezi pagina de Exemple |

1.6. Ecuatii diferentiale reductibile la ecuatii diferentiale de ordinul intai, de
tip omogen sau cu variabile separabile

Forma generala a unei astfel de ecuatii este data de:

ﬂ_/( ax + by +c )
dx "\ aix+by+c

Functiile de gradul unu de la numaratorul si numitorul lui f'sunt satisfacute de
punctele din plan ale dreptelor:

d:ax+by+c=0
d] : a1x+b1y+c1 =0
Cazul 1. Dreptele d;si d nu sunt paralele, adica

b

a
- F .
aq bl

Fie (x0,y0) solutia sistemului(1.33)
Facem substitutiile:

X=x-x0 si Y=y—y0
si inlocuind (1.35) in (1.32) rezulta :

dY _ 4 _aX+bY )
dX a1X+b1Y

care a devenit o ecuatie diferentiald de ordinul intai de tip omogen.

Cazul 2. Dreptele d;si d sunt paralele, adica
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a _ b _

ai b_l
Avema = a1A,b = biAsi ecuatia (1.32) devine
dy _ /l(a1x+b1y)+c)
dx aix+biy+ci

In (1.38) se noteaza:
aix+biy(x) = z(x)

cu z noua functie si atunci (1.38) devine

!
zZ —a1 _ Az+c
bl Z+Cq

care reprezinta o ecuatie diferentiald de ordinul intai cu variabile separabile.

1
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Exemple 5.[ vezi pagina de Exemple |

1.7. Ecuatia diferentiala de ordinul intai liniara

Forma generala a acestei ecuatii este:

Yy +g) undefig < ).

Se considerd ecuatia omogena:
dy
—_— = X
A C))

care este cu variabile separabile

% = fodx . Iy = [ findi+InC, C>0
X0

de unde
X
j Ayt
y = Ce”xo , X0 €1
Sa ardtdm ca existd o functie u : 1 > R de clasa C! asa incét:
I Y R
y = u(@)e’

sa fie solutie a ecuatiei date, (1.41), neomogena.
Din (1.45) avem:
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