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1. Cinematica punctului material

- L]

1.1Elemente generale ale miscarii punctului material

Cinematica este ramura Mecanicii care studiazd miscarea corpurilor, independent de

masele lor si de cauzele care le produc (de exemplu: forte, momente).
Se are in vedere miscarea:

O punctului material;
O sistemelor de puncte materiale;
B corpurilor — considerate exclusiv din punct de vedere geometric (fara sd se tind cont

de masele lor si de interactiunile dintre ele).

Se considera un punct material cu o miscare oarecare in spatiu.

B POZITIA reprezinta locul in care se gdseste punctul material la un moment dat, fata de
un reper. Pozitia se precizeaza prin mdrimi geometrice: distante si unghiuri:
— daca mdrimile acestora sunt constante, corpul este in REPAUS;

— daca unul dintre paramettri variazd, corpul este in MISCARE.

Pozitia unui punct fatd de un reper se precizeaza prin vectorul de pozitie, 7 = 7(t).

A
VA

S
\ 4
=2

Fig. 1.1 Pozitia punctului material



In Fig. 1.1 se pune in evidentd vectorul de pozitie al punctului A, apartinand curbei (T), in

raport cu originea O a unui sistem de referinta.

Se spune cd miscarea este complet determinatd atunci cand se cunoaste expresia functiei
7 = 7(t).
Functia care descrie vectorul de pozitie trebuie sa indeplineasca urmdtoarele conditi:

B sa fie uniform continua: punctul nu poate sdri de la o pozitie la alta, el trebuie sa
parcurga toate punctele unei curbe continue ce uneste pozitia de start cu pozitia
finala;

O sa fie derivabila: legea a doua a lui Newton implica derivata a doua a vectorului de
pozite F=m-d=m-7 ;

B safie finitd in modul: spatiul observabil sa se afle la distanta finitd.

Marimile cu care se opereaza in cinematica punctului material sunt:

B traiectoria;
B viteza;

O acceleratia.

1.1.1 Traiectoria

Traiectoria reprezintd locul geometric al pozitiilor succesive ale punctului material aflat in

miscare.

Traiectoria este, de reguld, o curba (infinitd sau inchisd) sau un arc de cerc (de exempluy,

miscarea pendulului).
Traiectoria se exprimd, vectorial, prin functia vectoriald # = 7(t) .

Prin raportare la un sistem de referintd, traiectoria se poate preciza in diferite sisteme de
coordonate (Fig. 1.2):

O sisteme de coordonate carteziene;
B sisteme de coordonate cilindrice;

O sisteme de coordonate polare;
a

sisteme de coordonate sferice.



B Definirea pozitiei punctului material in coordonate carteziene

7

Z

ul

(x,y,2)

()

"‘<

Fig. 1.2 a) Precizarea traiectoriei in coordonate carteziene

B Definirea pozitiei punctului material in coordonate cilindrice
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Fig. 1.2 b) Precizarea traiectoriei in coordonate cilindrice

B Definirea pozitiei punctului material in coordonate polare

4
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Fig. 1.2 c) Precizarea traiectoriei in coordonate polare

X
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x = x(t)
Ty =y
z =2z(t)

p=p(t)
7 10 =0(t)
z = z(t)
{p = p(t)
6 = 6(t)



B Definirea pozitiei punctului material in coordonate sferice

A 6 =0(t)
z 7 {p=p)
=)
()
(p, 8, ¢)
p
0
0 >V
7 |
X A’

Fig. 1.2 d) Precizarea traiectoriei in coordonate sferice

Mentiune:

In problemele de cinematica, uneori este necesar sa se cunoascd functia care determina
distanta parcursa de punctul material, masurata pe traiectorie. In acest caz, traiectoria se

exprima prin functia s = s(t) si se numeste lege orara (Fig. 1.3).

0\

Y

Fig. 1.3 Exprimarea traiectoriei prin legea orard

s reprezintd distanta, mdsuratd pe traiectorie, parcursa dintr-un punct O, numit origine

panain locul in care se gaseste punctul la un moment dat.

Functia s = s(t) se numeste lege orara si exprima modul in care variaza acest drum; de
exemplu, Mersul trenurilor se alcatuieste pe baza legii orare.

10



1.1.2 Viteza medie liniara. Viteza instantanee
Se considera un punct material care se misca pe o curba (Fig. 1.4).

A (t+ At) Notatii:

At — intervalul
de timpin care
Se parcurge
distanta As,
madsurata pe
traiectorie;

A7 — coarda care
subintinde arcul
de curba As.

Fig. 1.4 Reprezentarea vitezei punctului material

Se defineste viteza medie (v,,) caraport al distantei masurate pe traiectorie (As) siintervalul
de timp (At) in care s-a parcurs aceasta distanta:
As
Uy = —
™At

Aplicand operatorul limita se obtine viteza instantanee:

y As ds
A%I—I}oAt Tdt

Conform definitiilor de mai sus nu se poate identifica directia dupa care se desfdsoara

miscarea; prin urmare, este nevoie de definirea vitezei ca marime vectoriala:

B \iteza medie:

R _A?
Vm = At
B Vitezainstantanee:
AY A As As A¥ As

lim —=lim ——=lim — —=lim —T=v-T=§"7
At-0 At At-0At As  At-0At As  At-0 At

unde T este versorul tangentei la curba.

g



Asadar, viteza instantanee va avea expresia vectoriala:

- - . -
V=V"T=S"'T
,_dr
vV=—=7
dt

In concluzie, viteza se defineste ca marimea vectoriala ce masoara variatia spatiului in

raport cu timpul, are directia tangenta la traiectorie, punctul de aplicatie in punctul a carui

miscare se studiaza, iar sensul este dat de sensul miscarii.

I

Unitatea de mdsurd pentru viteza este:

[L] m
[U]=m=?

Viteza este derivata spatiului in raport cu timpul. Ca marime vectoriald, este derivata de

ordinul | a vectorului de pozitie (¥ = #(6)).

1.1.3 Acceleratia medie liniara. Acceleratia instantanee

La miscarea punctului material pe o traiectorie, viteza poate varia, la randul ei. Pentru a

exprima variatia vitezei, in punctul A se construieste un vector echipolent cu ¥, (Fig. 1.5).

AL(t + At)

Fig. 1.5 Reprezentarea acceleratiei punctului material

Se defineste acceleratia medie (a,,) ca variatie a vitezei (Av) in intervalul de timp (At):
> A‘l}) 1_7)1 -V
am = - =

At At

Aplicand operatorul limita se obtine acceleratia instantanee:

LA B-d_dp
m — = lim =
At—0 At At—-0 At de

12
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L dp d (dF\  &F
T Ta\ar) T aee T

Acceleratia se defineste ca marimea vectoriald ce masoara variatia vitezei in raport cu

timpul, avand punctul de aplicatie in punctul a carui miscare se studiaza, orientarea si
directia fiind spre concavitatea curbei.

Unitatea de masura pentru acceleratie este:

[L] 1 m
W= =TT

—
[S—]
—
[S—]

1.1.4 Viteza unghiulara. Acceleratia unghiulara. Derivata unui
vector rotitor sau turnant, constant in modul

Fie un punct material A ce se deplaseaza pe o traiectorie circulard, de raza r, Fig. 1.6.

As = arc(AA,) & Ar infinitezimal

arc(AA;) =r-A6
7 este versorul tangentei la traiectorie.

Se pune problema determinarii derivatei
vectorului rotitor:

dr
ds
ﬁ
T
Fig. 1.6
Solutie:
dr| . A7| arc(AA;) " r-A0 i A9  do
ds| ~ ass0|As| T asSo. As  ass0 As | assoAs | ds
i do | (1.1)
ds - ds t

13



Derivata unui vector rotitor constant in modul, in raport cu un scalar s , are mdrimea

definita de produsul dintre mdrimea vectorului insusi si derivata unghiului de rotire; directia

este tangentd la traiectorie (7) iar sensul este dat de sensul de rotire a vectorului rotitor.

Daca se considera ca scalarul s este timpul ¢, atunci raportul:

do
dt
defineste notiunea de viteza unghiulara:
o dé B 5
TR
Acceleratia unghiulara va fi definita:
, do 5
T
B=0
E=w=0

€ poate fi un vector avand: acelasisens cu @ = miscare acceleratd;

sens opus lui@ = miscare deceleratd.

Se considera ca vectorul turnant executa rotatia intr-un plan orizontal:

(A); p =74
A D dr

e A .
T w-T{_,
r=p-sina
dr . N
—_ = 'S . .
p-prsinarw T {
loXp|l= p-w-sina
vy =dxpl-T
Uy =WXp (1.2)

Fig. 1.7

Observatie:
Relatia (1.2) permite o analogie intre torsorul din staticd si un alt torsor, numit torsor

cinematic.

14



B in statica: To(ﬁ) = {_ﬁ F }
o

M,=#%xF
- .- w
B incinematica: Ty = {T - a3 x ﬁ}
=

Pornind de la relatia (1.1) si tinand cont de faptul cd 7, = 5,

rezultd ca: p=a%Xp (1.3)

in baza relatiei (1.3) se deduc formulele lui Poisson, pentru un sistem de referinta cartezian,
Fig. 1.8:

unde, J si k reprezinta versorii
sistemului de coordonate.

In acest caz:

y. =@ xXl=w-]
J=@x]=-w-T
ﬁ=5x§=0

Fig. 1.8

1.1.5 Derivata unui vector in raport cu un reper fix cand acest
vector este precizat prin proiectiile sale fata de un reper mobil

Se considerd un vector @, pentru care se cunosc proiectiile fata de reperul mobil Oxyz (Fig.

1.9): U=u,T+u,-Jtu, -k

Se pune problema determindrii derivatei acestui vector fata de reperul fix 01x;y; 2,

dt
di  duy - +6uy N ﬁ+6uz b
dt ot Tttty Uz

15



I=w X1
f=@xj
k=& xk
A
4 z; Z
u y
k
w 0 ]
[
X
0, U Vq

X1

Fig. 1.9 Vectorul i precizat prin proiectiile sale fata de reperul mobil

di  du, , Ou, ., 0u,

+—=2 =2 ktu @ XD +uy, (@ x)) +u, (8xk)

dt ot ot at
ou ou ou, - 0u
unde: x.7 Y.7 Z.k=—
ot T T ot
reprezinta derivata relativa a vectorului (derivata in raport cu reperul mobil).
di ou . . =
E=§+w><(ux-l+uy-]+uz-k)
di o0u
— =—+ @ xU (1.4)
at ot 0T

Relatia (1.4) exprimd derivata absolutd a unui vector precizat prin proiectiile sale fata de un
reper mobil.
Regula: Derivata absoluta a unui vector precizat prin proiectiile sale fata de un reper mobil

este egala cu derivata relativa a vectorului (in raport cu reperul mobil) la care se

adauga produsul vectorial dintre viteza unghiulara a reperului mobil si vectorul
insusi.

! Regula foarte importantd pentru rezolvarea unor probleme de cinematica si dinamica.

16



1.1.6 Viteza areolara

Fie curba (T') descrisa de un punct material. Se noteaza cu AS aria ,mdturata” de
vectorul de pozitie g

Aq

AS*’\

p+Ap

Q)

Fig. 1.10
h 'AA1
2

Ao

unde h reprezintd indltimea triunghiului 0AA;.

AS = AAOAAl =

Se noteaza cu a unghiul dintre vectorul de pozitie g si vectorul A7.

AA, = |A7

_prsina-Ar |p X A7
h=p-sina B B

2 2

} = AS
N R
AS = > (p X AT)

Definitie: Se defineste viteza areolara medie marimea notata cu:

o AS
™At
Daca raportului de mai sus i se aplica operatorul limitd, rezulta viteza areolara instantanee.

g A§_1, 1(, A%\ 1 - AP 1,
T ACSOAL | AES02 prt =2 P aSar 2 PRV

Q==-(FxD)

Definitie: Viteza areolara reprezintd “iuteala” cu care vectorul de pozitie cu punctul de
aplicatie in originea reperului si cu varful sprijinit pe traiectorie descrie o suprafata
conica.

17



Viteza areolara caracterizeaza cresterea ariei sectoriale cuprinsa intre doua raze vectoare

siarcul de traiectorie.

1.1.7 Acceleratia areolara

Acceleratia areolara medie este data de relatia:

. AQ,

W, = —=
™At
Acceleratia areolara instantanee se obtine aplicand operatorul limita:
_ AQ,
W= lim —==Q
At-0 At
W—l("x*)+1 *x;—l(*x)
B AR IR A R e
N
w=s- (p xa)

1.1.8 Hodograful vitezei

Definitie: Hodograful vitezei reprezintd locul geometric al varfurilor vectorilor viteza aplicati
in acelasi pol P, vectori ce reprezintd vitezele unui punct care descrie o traiectorie

intr-un interval de timp.

—
[Z1

—
(2
R —
In polul P se aplica vectorii echipolenti cu vectorii viteza: _)Ul
, . . P v,
Fig. 1.11 Hodograful vitezei _
V3

De exemplu - in miscarea circulara, hodograful vitezei este un cerc.

18



Fig. 1.12 Hodograful vitezei in miscarea circulara: un cerc

1.2 Marimi cinematice in diferite sisteme de

coordonate

1.2.1 Sistemul de coordonate carteziene

1. Traiectoria
Fie un punct material M ce se deplaseazd pe o curba oarecare (T).
Vectorul de pozitie are expresia: 7 = 7(t) = x(t) - T+ y(t) - J + z(¢t) - k,

A x = x(t)
z -
y = y(t) reprezintd

z = z(t)

M(x,y,2) ecuatiile parametrice ale

traiectoriei.
ds

Q)

=l

Daca se elimina timpul, se

poate obtine ecuatia

v

SN I Y traiectoriei ca intersectie

a doud suprafete:

{‘Pl(x' y,2) =0

Fig.1.13 0,(x,y,z) =0

Cele doud ecuatii reprezintd forma implicitd a ecuatiei traiectoriei.

Se considera legea orara:

s=s(t)=fv-dt+C

19



(dx |

ac "
dy dx = x - dt
=y > dy =y-dt = ds = /dx? + dy? + dz?
dt o
dz =z-dt
dz |
a7

Rezulta ca spatiul elementar parcurs pe traiectorie, ds , se determind ca diagonala mare a

unui paralelipiped cu laturile dx, dy dz.

ds =x2+y?+22-dt=v-dt, unde v=,x%+y?+ 22

Prin integrare se obtine drumul parcurs pe traiectorie de punctul M

s=fv-dt+C

x
In scrierea matriceald, componentele vectorului de pozitie au expresia: {r} = {y}
z

V=v, 1+v, J+v,-k

Uy =X
unde {v, =y  reprezintd ecuatiile parametrice ale vitezei
v, =2

<N
Il
=

¢ T+yj+ik

marimea vitezei: v = /1,2 + v),% + v,% = /%2 + y2 + 22

Ux X
in scrierea matriceala: (v} =3v =14y
Uy VA
v2 ={v}l (v} =x2+y% + 22

3. Acceleratia
d=a, T+ay,-J+a, k
Ay = Uy =

unde {a, =7, =y reprezintd ecuatiile parametrice ale acceleratiei
a,=v,=72

I
HIR Y]

Qu
Il
=

RITN PPN

marimea acceleratiei: a = \/a,2 + a,? + a,% = /%2 + j2 + 72

Ay X
in scrierea matriceala: {a} = {ay; =1{y
a; Z

a’? ={a}" - {a} = ¥* + y? + #?

20



4. Viteza unghiulara

gl

G=wy Ttw, J+w, k

5. Acceleratia unghiulara

A

S
E=g T+e - Jt+ek

6. Viteza areolara

1 1]k
=3 Bxv)=5"x y z|=
X y z

1 S
=E-[(y-z’—z-j/)-?+(Z-X—x-z')-f+(x-y—y-5c)-k]

~
N: N &

W—l(*x*)—l
Ty WwraES X

= xR
A SHA ST

1 S
=E'[(Y'Z—Z-j})-?+(Z-jc'—X"Z')'f+(x'37—3"55)'k]

1[0 = ¥y] (&
|W|=§ [z 0 —x {y}
-y X 0 4

Exemplu de miscare exprimata in sistemul de coordonate carteziene:

B Miscarea pe evolventa

Fie un fir infasurat pe o curba fixd, legat in punctul A. Se desfdsoara firul, tinut intins,
apucand de punctul B. Locul geometric al pozitiillor succesive ale punctului B, obtinut in

aceastd operatie, poarta numele de evolventa.

21



Fig. 1.15

O curba are o familie de evolvente, deoarece orice punct de pe fir poate fi ales ca punct B.

Evolventa se mai numeste si curba desfasuratoare (limba latina: evo/vere = a desfasura).

Miscarea pe evolventa cercului presupune determinarea ecuatiei analitice a traiectoriei,

vitezei si acceleratiei unui punct al unei drepte ce se rostogoleste, fara alunecare, pe un cerc

derazaR.

RO

Fig. 1.16
Parametrul cinematic este reprezentat de unghiul 6 pe care il face raza OT cu verticala.
TM = arc AT = R - 6, unde R — este raza cercului.
#=0M =0T +TM

22



OT =R -c0s(90° — 6) - T+ R -sin(90° — 0)-J = R-sin0- T+ R - cos 0 - J
TM=-R-6-cos@-T+R-60-sinb-J
7=R-(sinf@—6-cos@)-T+R-(cosf +86-sinh) -]
Ecuatiile parametrice ale evolventei sunt:
x=R-(sinf — 6 -cosB)
y=R-(cos@ + 6 -sinf)
Componentele vitezei se calculeaza astfel:
v,=x%x=R-0-(cos® —cos@+0-sinf)= R-0-6-sinb
v,=y=R-0-(—sinf +sinf +6-cosf) =R-6-0-cosb
v =42 +y2=(R-0-6)°
v = |R -0 - 9|
Componentele acceleratiei sunt date de relatiile:
a,=%=R-60-0-sinf+R-62-sin0+R-0-62-cosb
ay=ji=R-H-é-cosB+R-H.2-cosH—R-H-éz-sinQ
a?=R?-(0%2-02+6*+06%-6*+4-0-0-62)
Lungimea arcului de evolventa este:
a . a aZ
szfv-dtzRJ;) H-H-dtzRfo 9-d9=R7
pentru 6 > 0.
Unghiul facut de vectorul viteza cu verticala este:

Ux

tan g =
Vy

=tanf = =0

Proprietati
— viteza este perpendiculara pe TM (paralela cu OT)
— vitezaarevaloarea:v = [R- 66| =TM - w,unde § = w

— Punctul M se comportd, din punct de vedere al vitezei, ca si cum ar avea o miscare

circulara pe un cerc de raza TM si centrul T, cu viteza unghiulara w

ax=R-92-(sin0+9-c059)

Dacéé=w=const=>é=0:{ . _
ay, =R-6?%-(cosf — 0 -sinf)

. \2
a’ =a,*+a,?=(R-02) -(1+6?)

a=R 02J1+62=w? OM

23



1.2.2 Sistemul de coordonate cilindrice

Fie punctul material A, in miscare pe curba (I"), Fig. 1.17. Pozitia sa poate fi definita de

urmatorii parametri:

A p - raza polarg;
Z
6 - unghiul polar;
Z - cota.
M(p,9,2)
6 =6(t)
7 z ) p=p)
. i z=z(t)
e L ;
2] p M’._\.‘
X €p

Fig. 1.17. sistemul de coordonate cilindrice

Sistemul de coordonate ales este caracterizat de versorii:
e, : paralel cu proiectia vectorului oM pe planul xOy (are directia razei polare p)
eg : inplanul Oxy si perpendicular pe e,
k : versorul axei Oz .
Vectorul de pozitie 7 se poate scrie:
r=p-e+z k
Definitie: Sistemul de coordonate determinat de cei trei versori e,, €g Si k se numeste
sistemul de coordonate cilindrice.

! Este un sistem de coordonate mobil, ce se miscd odatd cu punctul a carui miscare se

studiaza.

Pentru a determina expresia noilor versori e,, ‘g, se considerd reprezentarea din Fig. 1.18:
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y e, =cosf-T+sinb-j

eg = —sinf-7+cosf-J
e—.p): (—sinf-T+cosf-)): 6 =0-¢eg
eg = —(cosO T+sing-)) -0 = —6-e;

-

k=0

Fig. 1.18

O Viteza punctului material in coordonate cilindrice:
v=r=pe,tpre,+ti‘k+z-k=p-e,+p-0-e+zi-k

p=1,: componenta radialg;

p-6 =v, : componenta transversals;

Z=v,: componenta axiala.

Mdrimea vitezei este data de relatia:

v=Jp2+p2-92+22

B Acceleratia punctului material in coordonate cilindrice:
d=Vv=7=p-e+p-e,+p-0-eg+p-bG-eg+p 0-eg+7-k
=,5-§+p'-9-%+p’-6’-§+p-é-%—p-é2-e_p’—i-Z-E
=(p—p-02)-e+(2:p-0+p-6)-eg+7-k

p—p-6*=a,: componenta radialg;
2:p-0+p-6=ay: componenta transversalg;
Z=a,: componenta axiala.

Mdrimea acceleratiei este datd de relatia:

a=J(5-p- 62 +(2:p-6+p-0) +7°
in scriere matriceal3:

p p p—p-6?
{r}={9}; v} =1p-0¢; a}=32.p-0+p-0
Z 7 3

Caz particular: miscarea punctului material pe un cilindru:
p=R; p=0; p=0
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Astfel, marimile cinematice se vor scrie:
R 0 ~R - 6?
{r}=16¢; {v}=4{R-6; {a}=1{ R-6
A Z 7
Avand in vedere simplitatea relatiilor care descriu miscarea pe un cilindru, se justifica
utilizarea sistemului de coordonate cilindrice in locul sistemului de coordonate cartezian.

Aplicatia 1.1: Miscarea pe elicea cilindrica

AZ

”\j7 y le_RO M
X M’ 2nR

>
4

Fig. 1.19 Miscarea pe elicea cilindrica

B Analiza miscarii in coordonate carteziene:

—_—

Ecuatiile parametrice ale miscdrii: # = OM = xT+ yj + zk

x=x(t) =R-cos@
y=y(t)=R-sinf
z=2z(t)=R-0-tana

Prin derivare se obtin componentele vitezei si ale acceleratiei:
v, =%x=—R-6-sinf
vy=y=R-9-c059
v,=2=R-0 tana
ay=%=—R-6-sinf —R-602-cosb
ay=y=R-é-c059—R-92-sin9

a,=7=R-6 -tana
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Mdrimea vitezei sia acceleratiei se determina astfel:

.~ 2
: R-06)
2 — 421924 32 = (R-0)*(1 + tan? =(
v2=3%2+y2+22=(R-0)" (1 +tana) v
0
v=R
cosa

. : . 62 .
a2=R2-92+R2-94+R2-62-tan2a=R2-< > +94>
cos2 a

9‘2

a=R + 6%

cos? a

Lungimea arcului de elice este:

R (%, R
s=jds=]v-dt= f@-dt= B
cos o 0 cosa

unde B reprezinta valoarea pe care o ia unghiul 8.

Analiza miscarii in coordonate cilindrice:
p=0M =R z= R-0-tana
?=W=O—I\/I')+W=R-e_p’+R-9-tana-E
Prin derivdri succesive obtinem:
B=R-0-eg+R-0-tana-k
Ei=—R-éz-e_p’+R-[9'-e_9)+R-f9'-tana-E
Se observd cd, utilizand coordonatele cilindrice, componentele vitezei si ale acceleratiei sunt

exprimate mult mai simplu.

1.2.3 Sistemul de coordonate polare

Sistemul de coordonate polare reprezinta

cazul particular al sistemului de coordonate y4 e—g° ' e_.

cilindrice, considerat atunci cand miscarea se 9 ' 0 j

desfasoara in plan (z = 0). o

G=6% No S

G=-0-7 J =
Expresia vectorului de pozitie este: g

I o/"® X

(F=p-e_p>+z-§,cup=r$iz=0) Fig. 1.20
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Viteza este data de relatia:
b=7-e,+r-0-e

Viteza are doua componente:
T =, componenta radialg;

-0 = v, componenta transversalg;

Acceleratia se exprimd astfel:

A=+ +70-eg+7-0-eg—r-02-g +r-6-eg
=(F-r-02)-g+(r-0+2-7-0) e

a= (-1 4 (G427
Acceleratia are doud componente:
F—r-0%=a, componenta radialg;

r-0+27-0=ay componenta transversal3.

1.2.4 Sistemul de coordonate naturale. Triedrul lui Frenet

Fie un punct material Mcare se misca pe o curbd descrisd de o ecuatie cunoscuta: 7 = 7(t).

Daca pe curba se ia un punct de referintd Ade la care se masoara lungimea arcului de curba,
pozitia punctului material poate fi definita prin lungimea arcului de curba: s = s(t) (legea

orara).
Se considerd urmatoarele definitii:

TANGENTA intr-un punct la o curba reprezinta limita unei drepte ce intersecteaza curbain

punctul considerat siinca in unul de tinde sa se confunde cu acesta.
PLANUL NORMAL este planul perpendicular pe tangenta intr-un punct la o curba.
PLANUL OSCULATOR este planul determinat de doua tangente la o curba, ce tind sd se

confunde.
NORMALA PRINCIPALA reprezintd intersectia dintre planul normal si planul osculator.

RAZA DE CURBURA reprezinta raza unui cerc continut in planul osculator, tangent la curba,

care permite ca lungimea unui arc elementar de pe acesta, p - d@, sd
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se asimileze cu lungimea elementara a unui arc masurat pe curba:
ds = p-dé (Fig. 1.21).

Observatie: pentru o traiectorie rectilinie, raza de curbura este infinita:

p=oo

Fig. 1.21

In baza notiunilor de mai sus, se defineste:

Sistemul de coordonate naturale, sau Triedrul lui Frenet: reper mobil, cu originea in

punctul a carui miscare o studiem si axele definite de versorii:

T dupa directia tangentei, in sensul cresterii drumului parcurs pe traiectorie, s
v dupa directia normalei principale, orientata spre concavitatea curbei
B dupd directia binormalei data de relatia: § = 7 x v

Rezulta ca sistemul de coordonate naturale este ortogonal.

Plan Plan
normal rectificat
a; % T
(T)
@ \\ tangenta
= a
52 SR ™t
Plan
osculator
normala §
rincipald | -
p p o
y

Fig. 1.22 Reprezentarea Triedrului lui Frenet
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In sistemul de coordonate naturale, marimile cinematice se exprima astfel:

B Viteza:

., s dFf d¥ ds ds d¥r | .
V=r=—=—'—=—'—=3§5"T=V"T

dt dt ds dt ds

Se observa cq, in raport cu triedrul lui Frenet, viteza are o singura componentd, de-a

lungul tangentei:

vy =S§
v, =0
UB=O
B Acceleratia:
- - dﬁ . + -
Aa=r=—=87T+5"7
dt
. dT dT ds ds dT de | a ., v
= —— = —t— =P Y =7 Y ==V
YT 4T dr ds  de ds s 0-do ' p
- - vz - . - gz -
a=v1+—VvV=8§T+—V
P p
Acceleratia are o doua componente:
a, =v==§
v? g2
a, =—=—
Y.p p
aﬁ=0

Unghiul pe care il face acceleratia cu directia normalei principale se noteazd cu ¢ :
a

tang = —

aV

Concluzie:
1. Fata de Triedrul lui Frenet, viteza are o singura componenta, dupa directia tangentei.
2. Fatd de Triedrul lui Frenet, acceleratia are doud componente: dupd directia tangentei si
dupa directia normalei principale. o
p=
« 1 v - . .
3. Daca o= 0, rezulta ca p = oo, deci miscarea este

rectilinie uniformd; in acest caz, componenta

. - < a,=0
normald a acceleratiei este nula a, =
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1.3 Miscari particulare ale punctului material

B Miscarearectilinie - uniforma
- uniform variatd
B Miscarea circulara

B Miscarea oscilatorie

1.3.1 Miscarea rectilinie uniforma

Definitie: miscarea in care traiectoria este o dreapta iar viteza este constantd se numeste
miscare rectilinie uniforma.
Se analizeaza in sistemul de coordonate carteziene:

Uy = 7y
{vy=0, UV, = Uy = X = const.

v,=0

X = C1 t+ Cz

Dacd se aplica conditiile initiale:

t=0
x=x0} = l(t=0)=v,=C,
v = vo
x|(t=0)=0C,
Rezulta: X=x9+vy-t - legea de miscare rectilinie uniforma
Acceleratia va fi: a=v=%=0

Reciproca: miscarea pentru care acceleratia este nulda se numeste miscare rectilinie

uniforma

¥=0, y=0, 7=

x=0C, y==0C,, z=0Cs
x=Ct+C, y=0C-t+ (s z=0C3t+Cq

Punand conditiile initiale:
Ux = Vox Uy = Voy U, = Vo,
X =X Y =DYo Z =29
Rezulta ecuatiile parametrice ale miscarii:

X =Xg+ Vgt
Y=Y+ Voy-t
Z:ZO-I_VOZ.t
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Eliminand timpul ¢din ecuatiile de mai sus, rezulta ecuatia traiectoriei (ecuatia unei drepte):

X—=Xo Y—Yo Z7 2o

Vox vOy Vo,
Mdrimea vitezei este data de relatia:

v? = v§, + v§, + v§, = v§ = const.

1.3.2 Miscarea rectilinie uniform variata

Definitie: miscarea in care traiectoria este o dreapta iar acceleratia este constanta se

numeste miscare rectilinie uniform variata.

a,=a =a-t+C _at?

X vx a 1 x—T+Clt+C4
ay =0 = vy =G = y=0C,-t+Cs
a, =0 v, = C3 z=C3"t+ Cq4

Punand conditiile initiale corespunzatoare momentului t = 0:

Uy = Vpy vy, =0 v,=0
X =X y=0 z=0
Rezulta:
Vy =V =V, ta-t
{ =0 - legea vitezei in miscarea rectilinie uniform variata
v,=0
Si
a-t?
X=Xg+ Vg, t+ >
y =
7 =

- legea spatiului in miscarea rectilinie uniform variata

Daca se elimina timpul din ecuatiile de mai sus, se obtine ecuatia lui Torricelli/ formula lui
Galilei:

U_VO
t =

a

a (U — Vg2 V=1,
x=—-( ) + vy + X
2 a a

v2=vi+2a-(x—x)
Daca mobilul pleaca din origine cu viteza initiala nulg, adica vy = 0 si x, = 0, se poate scrie:

v2=2-a-x
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Daca viteza si acceleratia au acelasi sens, miscarea este uniform accelerata.
Dacd viteza si acceleratia au sensuri contrare, miscarea este uniform incetinita

Reprezentarea legilor miscdrii in functie de timp reprezinta graficul miscarii, Fig. 1.23:

A traiectoria: s =s(t)
A viteza: v =v(t)
B acceleratia: a=a(t)

S(t) A
v(t)
a(t)

\ 4

Fig. 1.23 Graficul miscdrii

Observatii:

1. Graficul se modifica daca miscarea se considera cu viteza initiala si spatiu initial.

2. Intehnic4, graficul miscarii explica cele trei faze in functionarea unei masini (instalatii):

| — faza de demaraj (pornire),
Il — faza de regim,

[l — faza de oprire.

Deoarece fazele de pornire si oprire au loc intr-un timp scurt, din punct de vedere mecanic
intereseaza faza de regim.
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1.3.3 Miscarea circulara

Definitie: miscarea unui punct material pe un cerc fix.

Analiza se poate face in coordonate

carteziene, polare sau naturale.

B Studiul  miscdrii  circulare  1n

coordonate carteziene, Fig. 1.24

x =R-cos@

y=R-sinf X
Xx=—-R-0-sin6 >
y=R-6-cosf

5c’=—R-ﬁ-sin9—R-.9'2-cost9
y=R-0:cos@ —R-6%-sinfh

Fig. 1.24
v? = R?-§? = v=R-|0|
a? = R?- (67 + 6*)
Dacd 6 =const. = v =const. iar miscarea se numeste circulard uniforma.
Senoteazd § =w, = 0= wy-t+ 6,, legea spatiului in miscarea circulara uniforma.
Dacd 4 >0 miscarea se numeste circulard uniform accelerata.
Dacd 6 <0 miscarea se numeste circulard uniform incetinita.

Senoteazd: 6§ =¢ = legea spatiuluiin miscarea circulard uniform variata:

£ t?
9: 2 +(1)0t+ 90
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B Studiul miscarii circulare in coordonate polare, Fig. 1.25

—

7=R-e,
V=R-0-e5 , v=R-0
d=-R-0%-2,+R-6-¢ ,

a=R-V62+6*
a, =R - 62
a9=R-é

Fig. 1.25

O Studiul miscarii circulare in coordonate naturale, Fig. 1.26

v=$=R-0
V=$'T=R-0-T
a,=5=R-0
$2 2 "

ay=,=R-6%, p=R s
i=R-G-T+R-627

a R-0 0
tanag = — = — = — N

a, RHZ 62 >

Fig. 1.26
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2. Cinematica rigidului

2.1 Elemente generale

Definitie: Rigidul (Solidul rigid) reprezinta un sistem cu o infinitate de puncte materiale.
Ipoteza de rigiditate: distanta dintre doud puncte materiale ale rigidului este constanta.
Cunoasterea miscarii rigidului presupune cunoasterea miscarii oricarui punct al acestuia.
Fie un rigid cu mpuncte materiale:

O numarul gradelor de libertate este 3n;

B numadrul minim de legaturi pentru a se asigura rigiditatea ansamblului este 3(n-4)+6;

B numarul de parametri necesari pentru a descrie miscarea rigidului este
3n-[3(n-4)+6]=6.

(MABC) C rigid

Fig. 2.1 Reprezentarea rigidului in vederea studiului miscdrii sale

Pentru studiul miscarii unui rigid sau pentru precizarea pozitiei sale la un moment dat este
necesar sd se cunoasca cinematica a trei puncte ce apartin acestuia (A,B,C), Fig. 2.1:
1) DacaA, B si Csunt fixe, rigidul este in repaus;
2) Dacd doua puncte sunt fixe (existd o infinitate de puncte fixe situate pe dreapta ce
uneste cele doud puncte), rigidul executa o rotatie cu axa fixa;
3) Daca un punct este fix, rigidul executd o rostogolire cu punct fix;
4) Dacad toate cele trei puncte sunt mobile, rigidul se afld in miscare oarecare sau

generala.
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Problemele rigidului presupun determinarea:
O legilor de miscare ale punctelor ce apartin rigidului;
O distributiei de viteze (legea de variatie a vitezei punctelor ce apartin rigidului);
O distributiei de acceleratii (legea de variatie a acceleratiei punctelor ce apartin

rigidului).

2.2 Studiul miscarii unui punct ce apartine rigidului
in miscarea generala (oarecare)

2.2.1 Modelul de studiu

Fie modelul de studiu prezentat in Fig. 2.2. Se noteaza cu (T,): 04X,Y1Z, - sistemul de

referinta fix , iar cu (T): OXYZ, sistemul de referinta mobil, invariabil legat de rigid.

a
o

Fig. 2.2 Modelul de studiu pentru miscarea generald a rigidului

Se noteaza cu ro"‘1 pozitia unui punct oarecare A apartinand rigidului, in raport cu reperul fix.

Miscarea punctului A este cunoscuta daca se cunoaste legea de variatie a vectorului de
pozitie: 75} = 15 (©).
Legea de miscare a punctului A sub forma vectoriala se exprima prin relatia:
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o =15 + 14 (2.1)

unde:
15 =X8, "4+ Y8, Ji+ 28, -k, , avand ca variabile coordonatele originii reperului mobil
invariabil legat de rigid, fata de reperul fix 7”001 = [x0,(8)  ¥5,(6) 2z, (B)]. (2.2)
Rezulta cad vectorul rgl(t) se cunoaste cand sunt precizati parametrii geometrici sau

functiile [xg, (£)  yg (&) 23 (D)].

rd =xf T+ yl-j+z4 k ,avand coordonatele constante (in baza ipotezei de rigiditate)
=[x y4  z§]=const (2.3)
iar directiile reperului mobil, date de versorii [T(t) Jj(®) E(t)] , variabile (se
cunosc atunci cand se precizeaza unghiurile pe care axele reperului mobil le formeaza

cu axele reperului fix).

Definitie: Directiile reperului mobil (T) in raport cu reperul fix (T:) sunt date de cosinusii

directori ai unghiurilor dintre axele celor doua repere, Tabelul 2.1.

Tabelul 2.1 Definitia cosinusilor directori’

T/T, |T i K

[ Oxx, | Ayx; | Ozxy
J1 Axy, | Cyy; | Fzy,
kl ale ayzl azzl

Functile?(t) , j(t), k(t),respectiv r_OA) = x2-U(0) + y2 - J(©) + z& - k(t) sunt cunoscute

atunci cand se cunosc 9 unghiuri, respectiv matricea cosinusilor directori:

[A] = |y, Qyy, Qzy,

Ay, Ayx, alel
ale ayzl aZZl

Din relatiile (2.2) si (2.3) rezulta ca vectorul de pozitie al punctului A, dat de relatia (2.1), este

cunoscut atunci cand se cunosc 3 distante si 9 unghiuri.

Pe de alta parte, un rigid are 6 grade de libertate (pentru cunoasterea pozitiei sale la un

moment dat este nevoie de 6 parametri geometrici).

Functiile (2.3) trebuie sa indeplineasca, pe langd conditiile de continuitate si derivabilitate,
conditia de ortogonalitate:

' A se citi ,cos(a)” in loc ,a". Notatia s-a adoptat exclusiv din ratiuni de scriere simplificatd.
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1-7=0 ) =
- : 2 _
7k=0 (2.4) si MN*=1 (2.5)
. .2
k-7=0 (k) =1
Acestea sunt explicitate mai jos:
17 =0=Qyy, " Ayy. + Ay, " Ay + Ay " A M?=1=a2 +a2, +a?
J xxy  Qyxq xy1  Yyys xzy  %yzq xx1 xy1 xzq
k= N?=1=a?, +a2, +a?
] 0= Ayx, " Azx, + Ayy, " Azy, + Ayz, " Azz, yx1 yy1 yzy
- -\ 2
k-1=0= Azx, " Axxy + Azy, " Axy, + Azz, " Axz, (k) =1= azle + a?yl + agzl

Din relatiile (2.4) si (2.5) rezultd cd, din cele 9 unghiuri, doar 3 sunt independente, celelalte

putand fi determinate cu relatiile (2.4) si (2.5).

in concluzie, cele 3 unghiuri independente si cele 3 distante - parametrii geometrici
precizati de functiile din relatia (2.2) - formeaza cei 6 parametri necesari pentru precizarea

pozitiei rigidului la un moment dat.

2.2.2 Legea de miscare

Determinarea legii de miscare a rigidului in miscare generala (oarecare) presupune aflarea

modului in care variaza vectorul de pozitie al punctului A apartinand rigidului fata de reperul

v A
fix: 7. -
Conform celor prezentate mai sus, acesta are expresia:

= x0T +¥8, () + 28, ki () + x4 - U(E) +yh - J(©) + 28 k() (2.6)

Pentru trecerea la scrierea matriceald se adopta notatiile:

A 0 A

X0, X0, . Xo

roAl — {R1} = (Yo, rool — {Ro} = { Yo, 5 — AR} = yg
A 0

z}, Zg, 20

[A] =

Axy, Ayy, Azy,

Axx, Ayx, alel
ale ayzl aZZl

Astfel, relatia 2.6 devine:

0
X0, X0, Uxx, Ayx;, Azxg xg
{Ri}={Ro}+[A]" (R} = Y0, =450, +|%m %yys oy Jyd ¢ (2.7)
2511 Zgl Axz, Ayz,  Azzy Z(t)‘1

Efectuand calculele, se obtine legea de miscare pentru punctul A apartinand rigidului in

miscare generald (oarecare):
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A _ 0 A A A
X0, = X, T X0 Qxxy T V0 " Ayxy T 20 * Oy,
A _ 0 A A A
Yo, = Yo, T X0 " Qxy, T V0 " Qyy, T Zp " Agy, (2.8)

A _ 0O A A A
20, = 20, + Xp " Axz, +Yo - Ayz, +2zp - Azz,

2.2.3 Distributia de viteze

Fie un solid rigid intr-o miscare generald (oarecare). Legile de miscare ale unui punct

material oarecare A apartinand rigidului fata de un reper fix (T+), sunt date de relatia (2.1):
o =15 +14

Pentru a putea exprima distributia de viteze, se face apel la calulul derivatei absolute a unui

vector precizat prin proiectiile sale fata de un reper mobil (vezi paragraful 1.1.5):

Dacd se considerd vectorul U = u, " T+u,j+u,- k,unde 7, Si k sunt versorii
reperului mobil OXYZ, derivata sa fata de reperul fix 0:X1Y+Z, va avea expresia:
di 0u
dt ot

unde @ este vectorul vitezd unghiulara si reprezintd viteza de rotatie a reperului mobil,

invariabil legat de rigid, fata de reperul fix.

Derivand relatia (2.1) si tinand cont de relatia de mai sus, rezulta:

— —

- = orA — ors
A _ .0 0 — A r 0 _
rol—r01+¥+w><r0 , deoarece ?‘O
rezulta:
r(ﬁ = r001 + @ x g, adicd
Vo=V, + @ %04 Formula lui Euler pentru distributia de viteze (2.9)

Relatia (2.9) reprezintd legea de variatie a vitezelor punctelor apartinand unui rigid in
miscare generala si cu ajutorul ei se poate determina distributia de viteze pentru toate

punctele apartinand rigidului.

Dacd se alege un al doilea punct B, oarecare, apartinand rigidului, viteza lui se poate exprima
direct fata de punctul A, considerand punctul A ca fiind originea unui nou sistem de

coordonate mobil.

—

Ve=Vo+@x1r8 o Vy=V,+&x0B

Ve=V,+@xrP & Vy=V,+@xAB
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O Reprezentarea grafica a distributiei de viteze:
Viteza punctului A apartinand rigidului in miscare generald (oarecare) V, se compune din:
Vo , reprezentand viteza din miscarea de translatie a rigidului, si

w X OA , reprezentand viteza punctului A din miscarea de rotatie a rigidului in jurul

suportului lui w.

Z, A

| A
4 v

Fig. 2.3 Reprezentarea grafica a distributiei de viteze in miscarea generald a rigidului

Observatie: O miscare generala a unui rigid se compune dintr-o translatie oarecare si o

rotatie oarecare a acestuia.

B Proprietdtile distributiei de viteze

Proprietatea 1. Proiectiile vitezelor a doud puncte oarecare ale unui rigid in miscare

generald, pe dreapta care le uneste, sunt egale (Teorema proiectiilor vitezelor), Fig. 2.4 a).




Vs =V,+ @& xAB | -ex

Vs es =V, ey + (& xAB) e ,unde (@ x AB) -e; = 0

= PT(A)I—/; =pripyVa

De retinut: Proprietatea std la baza metodei grafice de determinare a distributiilor de viteze

in miscarea plan-paralela.

Proprietatea 2. Viteza unghiulara a rigidului in miscare oarecare este un invariant.
Vi =Vo+w; x 04
Vp = Vo +@; x 0B
Vi~ Vy = 07 x 04~ ; x OF

Vs =V, +w; x AB

w; % (04 + 4B) = w; x OB

Fig. 2.4 b) [
(1)1XOB:(1)2XOB =

@, = |@=invariant|

£l
I

Proprietatea 3. Proiectia vitezelor punctelor ce apartin unui rigid, pe suportul lui &, este un
invariant.
Vs =V, + @ xAB | -e,
Vg ey =V, ey + (@ xAB)
‘e ,dar (@ x AB) e,
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Proprietatea 4. Vitezele punctelor ce apartin unui rigid si sunt coliniare au varfurile, de

asemenea coliniare.

Z, ‘
0,
xli’;
| Fig. 2.4 d)
MM, = A~ M; M H-T=AG-T) (2.10)
v == A (U5~ ) MyA; — My Ay = A~ (MyAs — My Ar) (211)

Din relatiile (2.10) si (2.11) rezulta:
(7 + MyA;) — (7 + MyAy) = A+ [(75 + M3A) — (77 + M1 Ay))]
0A; — 0A; = A-(0A; — 04;) AA, = 1A A; (2.12)

Din relatia (2.12) se observa ca varfurile vitezelor a trei puncte coliniare de pe un rigid sunt

de asemenea coliniare.

Prin urmare, daca M, imparte segmentul M:Msin raportul &, atunci A; vaimparti segmentul

A:Asin acelasi raport A.

De retinut: aceasta proprietate este aplicatd la distributia vitezei in miscarea de rotatie cu

axd de rotatie elicoidala sau plan-paraleld.
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Proprietatea 5. Punctele ce apartin unei directii paralele cu » au aceeasi viteza liniara.

Vi=Vo+@dx7n

Vo =Vo+@x7 =
=Vo+ & x (1 +AA7) =
=V, + B X7 + & x AAT

Dar@ x AA’ = 0

(A) 1 (A)

Fig. 2.4 e)

2.2.4 Distributia de acceleratii

Revenim la modelul de studiu al unui punct oarecare A in miscare generala (oarecare),

reprezentat de Fig. 2.1 (redata mai jos):

A _ 0.4
o, = To, +15
A _ 04
o, = To, +15

T =T+ @ X1

Pornind de la formula lui Euler si aplicand operatorul de derivare, se obtine expresia

acceleratiei unui punct apartinand rigidului in miscare generald (oarecare):

o ST ) _ R
Uy =g +w><roA+w><(a—E+w><T0A); se tine cont c&: oty -0
ot

Asadar rezulta:
-_— _ = - _A) — — _A)
ag=ag+eEXry +w X (wXry)
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@, =0y +EX 04+ @ X (& x 04) (2.13)

Relatia 2.13 reprezinta formula lui Euler-Rivals cu privire la distributia de acceleratii

pentru punctele unui rigid in miscare generala.

Daca se cunoaste acceleratia intr-un punct oarecare A apartinand rigidului, se poate
determina acceleratia in oricare punct B, dupd relatia:

Gy = d, + X AB + @ x (& X AB)
Definitie: Acceleratia unui punct ce apartine rigidului in raport cu originea reperului mobil
este egald cu acceleratia din miscarea de translatie a rigidului la care se adauga acceleratia
data de un termen rezultat din miscarea circulara a punctului in jurul suportului lui & -
componenta tangentiala (Fig. 2.5 a) si un alt termen care rezulta din miscarea circulara a

punctului in jurul suportului lui @ — componenta normala (Fig. 2.5 b).

al,, = @ X (& X 04)

Fig. 2.5 Reprezentarea componentelor acceleratiei fata de reperul mobil,

invariabil legat de rigid: a) — componenta tangentiala si b) — componenta normala

0A=0P+PA |&X
BXOA=BxO0P+&BxPA |&x

Se tine cont de faptulcd @ x OP = 0 si rezulta:
@ x (& x 04) = @ x (& x PA)

@ x (&% 04) = (&-PA) & —w? PA

Se tine cont de faptul cd (& - PA)-@ =0 sirezults:
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@ X (@ x 0A) = —w? - PA = a},, ,unde PA este raza cercului descris de punctul A
ay,o este acceleratia centripeta indreptatd spre suportul vectorului o.

In baza formulei lui Euler-Rivals si a precizdrilor facute cu privire la ultimii doi termeni ai
formulei, se poate reprezenta grafic acceleratia unui punct oarecare A ce apartine rigidului,
Fig. 2.6.

a’ = & x (@ x 04)

Fig. 2.6 Reprezentarea grafica a distributiei de acceleratii in miscarea generala a rigidului

Observatie: In miscarea generala a rigidului, vectorii € Si @ nu au acelasi suport:

=0y +Ex 04+ @ x (& x 04)
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2.3 Miscari particulare ale rigidului

2.3.1 Miscarea de translatie

Definitie: Miscarea de translatie este miscarea rigidului in care o dreaptd solidara cu acesta

rdmane, pe tot timpul miscarii, paralela cu o dreapta fixa in spatiu.
Toate punctele rigidului descriu traiectorii egale si paralele.
Exemple:

B Translatia rectilinie: ghidajul de tip coadd de randunica,

B Translatie circulara: mecanismul patrulater (paralelogram).
Za Z',
Z, A .

Fig. 2.7 Reprezentarea miscarii de translatie a rigidului

Conform definitiei, orice dreapta apartinand rigidului rdmane tot timpul paralela cu ea
insdsi; in mod particular se poate considera ca si axele sistemului de coordonate OX, OY'si
OZpastreaza aceeasi caracteristicd. Rezulta ca versorii acestor axe nu vor schimba pozitia

in timpul miscarii:

~
Il
o
~
Il
(@)
ol
Il
o
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a) Legile de miscare

A _ 0 A

{R1} = {Ro} + [A] - {R}

A 0
X0, X0, 1 0 0 qu
Y6, p=3¥8, r+lo 1 o]-{y8

Explicitand relatia de mai sus rezultd legile de miscare ale unui punct ce apartine rigidului

in miscare de translatie:

A _ 0 A
Xp, = Xo, + X

Yo, = Y6, + Yo -
Z‘O‘l1 = Zgl + zg‘
x5, (t)
Parametri variabili ai acestui tip de miscare sunt: ygl(t)
25, (t)

Rezulta ca rigidul in miscare de translatie are 3 grade de libertate; in particular, pot exista

miscdri de translatie cu 2 sau 1 grad de libertate.

b) Distributia de viteze si de acceleratii

—

Uy =Vo+ @ X 0A Uy =0+ & X1
-_— _ - _A) — — —A)
ag=agt+eXry +w X (wXry')
Particularitatea miscdrii de translatie: w =0 si €=0
Rezulta: v, =V, Si a,=a,
Deoarece punctul A este un punct oarecare, se poate spune cd, in miscarea de translatie a
rigidului, punctele ce apartin acestuia, la un moment dat au aceeasi viteza si aceeasi

acceleratie.

Aplicatii:
B Miscarea pistonului (mecanism biela-manivela):

A

C

;S
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O Miscarea bielelor de cuplare a doua roti:

B Miscarea pantografului:

Clasificarea miscarilor de translatie:
B Dupa traiectoria pe care o descrie un punct al rigidului:
o Translatii rectilini,
o Translatii curbilinii (in plan sau in spatiu).
Miscarea circulara este un caz particular de translatie curbilinie.
B Dupd numarul gradelor de libertate:

o Translatiicu 3, 2 sau 1 grad de libertate.

2.3.2 Miscarea de rotatie cu axa fixa

Definitie: Un rigid are o miscare de rotatie cu axa fixd dacd, in tot timpul miscarii, doua

puncte apartinand rigidului rdman fixe in spatiu.

Pozitia rigidului la un moment dat este data de 6= 6(t).
t2

&
9=90+wti7
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Miscarea are un singur grad de libertate.

Originile celor doud sisteme de coordonate coincid (O;=0), conform Fig. 2.8.

z./zh

Fig. 2.8 Reprezentarea miscarii rigidului cu axa fixa

a) Legile de miscare

_  — — — —_— —

=1+ 1 =0 = o= 1
{Ri}={Ro}+[A]"{R} {Re}=0 = {R.} = [A]-{R}

unde [A] reprezinta matricea cosinusilor directori.

Pentru o rotatie pland in jurul axeiOZ se poate scrie expresia matricei [A] astfel:

cosf —sin@ 0
[A] = |sin® cos6 O

0 0 1

Legile de miscare ale punctului A aflat in miscare de rotatie cu axa fixa devin:

y5‘1 =|sin® cos® Of-{yA

Yo
A 0 0 1

A A
X0, [cos @ —sinf 0‘ X0
z} 4

1 ZO

A _ A A i
Xp, = Xp cosB —y; sin6
yb, = x4 sin6 + y§ cos 6

A _ A
Zo, =7

Observatie: Cota punctului A ramane tot timpul miscarii aceeasi (z5, = z{)
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b) Distributia de viteze
Uh = U5+ @ X

Vg =0 (7”001:0)

R
p=axry d=w-k
- - '
1 k
- __ ] _ A= A7
=10 0 w|=-wyli+owxi]
A LA _A
Xo Yo 2o
A
V= —w ,
Ax yi vy = |w2yi+wixi=w-r
Va, = twx§
UAZ =

—

Proprietdti ale distributiei de viteze: v, = v, + & X 15’

z/zh (A)0Z

Fig. 2.9 Reprezentarea proprietatilor distributiei de viteze in miscarea cu axa fixa

1) Viteza punctului A ce apartine rigidului in miscare de rotatie cu axd fixa este
continuta intr-un plan perpendicular pe axa de rotatie (conform distributiei de

viteze).
2) Punctele ce apartin axei de rotatie sunt puncte de viteza nula.

3) Vitezele punctelor rigidului in miscare de rotatie cu axa fixd variaza liniar cu distanta

de la punct la axa de rotatie.
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4) Punctele situate pe o dreaptd paralela cu axa de rotatie au aceeasi viteza (vezi pct.

5 din proprietatile distributiei de viteze in miscarea oarecare a rigidului).

Observatie: Miscarea de rotatie cu axa fixd a rigidului este caracterizatd de vectorul w:

A
w S
V4
(o]
Vy=wXT=wX0A ; vu=|v]=w-r

c) Distributia de acceleratii

=0y +EXTP+d X (B X1

= _ = _0 . 0 —
ap=0 W=0 ; 15, =0)
ay = X1+ & x (dx15)
E=¢"k
w=w-k
|t T k
Exrd=10 0 el|=—-eyfi+exdy
A LA A
Xo Yo 2o
|t T k
daxrd=[0 0 o|=-wyil+wxi]
A LA A
X0 Yo Zo
_ [ ]k
QX(GXrOA)z 0 0 w|=—-wxfT—wyfy
—wyd wxi 0
— _ A, 2.4Y.2 A_ 204y, 7
ay = —(eyy + wxy) T+ (exg — wyg) *J

— A 2,4
A, = €Yo — W Xp

aq, = +exg — wyg

aAZ:()

a, = \/(8)164 + w2x{)? + (ex§ — w2yH? = \/(82 + w4)(x()42 + y(;“z) =rye? + w*
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Proprietati ale distributiei de acceleratii: a; = € x 04 + & X (& X 04)

Z/z% Aoz
!
1k @ =
N / Y
- ! |
£ I l
| i @ x (& x 04) = —w?- 04
0=0, ~ A, l" rypn 04
T K \"1.. o
\L—— A(x,0) EX 0A
/. A(x,0) e X 0A
| ;"/ x

[l
! —

| v o — , —
X, @X(@wx04)=—-w?-04
Fig. 2.10 Reprezentarea proprietatilor distributiei de acceleratii in miscarea cu axa fixa

1) Acceleratia punctului A ce apartine rigidului in miscare de rotatie cu axd fixa este

continutd intr-un plan perpendicular pe axa de rotatie.
2) Punctele ce apartin axei de rotatie sunt de acceleratie nula.

3) Acceleratiile punctelor rigidului in miscare de rotatie cu axa fixa variaza liniar cu

distanta de la punct la axa de rotatie.
4) Punctele situate pe o dreapta paralela cu axa de rotatie au aceeasi acceleratie.
Observatii:

B Acceleratia unui punct ce apartine rigidului in miscare de rotatie cu axa fixa face cu

raza (distanta de la punct la axd) un unghi constant:

|aT| £
@ = arctg |W| = ) @ = const.

B Distributia de acceleratii in miscarea de rotatie cu axd fixa a rigidului este caracterizata

de vectorii acceleratie unghiulara € si viteza unghiulard &.
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2.3.3 Miscarea elicoidala (rototranslatie)

Definitie. Un rigid efectueaza o miscare elicoidala daca, in tot timpul miscarii, o dreaptd ce
apartine acestuia aluneca pe o alta dreapta fixa (axd) cu viteza v, in timp ce rigidul se roteste

cu viteza unghiulara o in jurul axei respective.

Miscarea elicoidala este compusa dintr-o miscare de translatie (alunecare) si o miscare de

rotatie.
Miscarea elicoidala are doua grade de mobilitate.
Exemple: miscarea unui surub, miscarea unui burghiu in timpul operatiei de gaurire.

Modelul de studiu:

2/21 ‘ Parametri:

{281 (t)}
0(t)

Fig. 2.11 Reprezentarea miscdrii elicoidale

Observatie. Dacd intre cei doi parametri, zgl(t) Si B(t) existd o relatie de dependentd atunci

miscarea devine cu un singur grad de mobilitate si se numeste miscare tip surub.
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14

29, = RO -tg(a) = RHZH_R
/ Zgl = %0 - $urub cul inceput

Zgl =2 s 6 — surub cu 2 inceputuri

21

0
a 2o, P Zgl = nz£ 6 — surub cu ninceputuri
s

RO

27R

a) Legile de miscare

—

A _ -0 A

{R1} = {Ro} + [A] - {R}
x5, 0
218

0
A Z
Zp, 0

sin cos® 0|-{vH

cos@ —sin@ 0] xf)q
0 0 1 264

Rezulta expresia legilor de miscare ale punctului A aflat in miscare elicoidala:

A _ A A
Xp, = Xp cosO —y; sin6
y6, = x4 sin@ + y§ cos 6

A _ .0 A
z5, = Zp, + 7

b) Distributia de viteze

—

Se considera formula lui Euler: V)=V + @ X1

Viteza originii reperului invariabil legat de rigid (v,) are o singura componentd, dupa axa 02

- -
vy =26 "k o=w-"k
. L, - A
0 1 j k ()
_)_ _ A
Uy = 9) +lo 0 w|=1 wxp
7 A A A .0
01 Xo Yo 2o Zo

v, = v, = \/(wyé“)z + (wxg)? + (29)% = \/rza)z + (29,)?
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X,

Fig. 2.12 Distributia de viteze in miscarea elicoidala

Distributia de viteze in miscarea elicoidala este aceeasi, ca forma, cu distributia de viteze in
miscarea generala a rigidului, cu precizarea ca viteza v, si viteza unghiulara o au, fiecare, o

singura componenta.

c) Distributia de acceleratie

Se considera formula lui Euler-Rivals:

=0+ X1+ x (@x1)
a, =0, +EX0A+ & X (& X 0A)
Acceleratia originii reperului invariabil legat de rigid are o singura components, la fel ca si

viteza unghiulara o si acceleratia unghiulard e:

a, =29, "k o=w'k f=¢ck
- - ' A
. L]k —€Yo
Exrd=|0 0 = A
0 € EXp
A LA A
X0 Yo Zp 0
5
A
. T ] k —wYo
A _ _
(UXT'O = O O w | — wx(‘)‘l
A LA A
Xo Yo Zo 0
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. [1 ]k —w?x§
W X (a) X rOA) = 0 0 o|=1{-wys
—wyd wxi 0 0

—eyd — w?x}

— A_ 2.4
Qg =4 €Xp — WYy
..0
Zo,

ay = J (—eyd — w?x)? + (exf — w2y)? + (20)2 = JrZ(ez ) + (23)?

Acceleratia aa este data de diagonala paralelipipedului construit cu componentele:

ag, € X 18, 0?A0

y
— aA ¥
X |
- \
. an
a‘q A

Fig. 2.13 Distributia de acceleratii in miscarea elicoidala — vedere din planul xOy

2.3.4 Miscarea plan-paralela

Definitie: Un rigid efectueaza o miscare plan-paraleld daca, pe tot timpul miscarii, un plan

solidar cu rigidul ramane paralel cu un plan fix, numit plan director.

Exemple:
B Biela, in mecanismul biela-manivelg,
B Roata care se rostogoleste astfel incat planul acesteia ramane tot timpul paralel
cu un plan fix,

B Satelitul, in mecanismul planetar-diferential.
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Modelul de studiu (Fig. 2.14):

B se considera conturul rezultat prin sectionarea rigidului cu un plan (7), paralel cu
planul considerat fix (7);

B in baza definitiei proiectiei, conturul se va proiecta pe planul fix in adevdrata
marime;

B rezulta cd modelul de studiu se obtine prin reducerea rigidului la un contur (cel

mentionat mai sus), iar acest contur se proiecteaza pe planul fix;

de planul fix se ataseaza reperul fix O.X ¥123;

B de contur se ataseaza reperul mobil OXYZ

Z )\

Fig. 2.14 Modelul de studiu al miscarii plan-paralele

Miscarea se caracterizeaza prin trei parametri:

xg, ()
y6,(t)
0(t)

Miscarea plan-paraleld are trei grade de libertate.
Miscarea plan-paralela este compusa din doud translatii si o rotatie.

Observatie: in general, in aplicatiile curente din tehnicd, aceastd miscare se reduce la doua

grade de libertate: o translatie si o rotatie.
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a) Legile de miscare

—

A _ -0 A

X5, _ x5, + [cos 6 —sin 9] x5
¥, Yo, sin@ cos@ ! |y4
x4, = x5, +xbcosf —yjsinf
v6, = ¥9 + x4 sinb + y§ cos 6

b) Distributia de viteze

—

Up =g+ @ X1

X
. T . . o — L)
Viteza originii Oa reperului mobil are doua componente: v, { y}

Vo
Vectorul viteza unghiulard » are o componenta: @ = w -k
Rezulta:
. T ] k
GXrd=10 0 ow|=—-wyl T+woxi-J
A A
xo Yo O
vi) _ (), [~ovd vj = vj - oyf
vy vy wx§ vy =) + wx{

vy = |val = \/(Uif)z + ()

Deoarece modelul de studiu s-a redus la un contur continut in planul director, distributia de

viteze se studiaza pe un model reprezentat in planul determinat de axele OX'si OY.

Yo

0,

Fig. 2.15 Distributia de viteze in miscarea plan-paralela
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Observatie. Distributia de viteze in miscarea plan-paralela este aceeasi, ca formd, cu
distributia de viteze in miscarea generala a rigidului, cu mentiunea ca vectorul ® are o

singura componentd, iar viteza originii reperului mobil are doud componente.

Centrul instantaneu de rotatie. Axoide, centroide. Proprietdti ale distributiei de viteze in

miscarea plan-paraleld, in raport cu centrul instantaneu de rotatie.

Definitie. Centrul instantaneu de rotatie (CIR) reprezintd punctul de viteza nula in miscarea

plan-paralela.

Se presupune ca exista un astfel de punct I, a carei viteza la un anumit moment dat este

nula.

N . . . w#0
In acest caz, torsorul cinematic va fi de forma: {ﬁ }

I =

Se considera torsorul cinematic in raport cu O — originea reperului mobil invariabil legat de
rigid: {ﬂ,}

Vo

In baza formulei lui Euler se poate scrie:

V=T + WX ,unde 7§ este necunoscuti
0=v0+5><r0 |5X

— — — _I)
O=wXvy+wX((wXT1y)

0=&X7Vy+ (&-1§) & — w?ry, unde al doilea termen este nul.

Solutia ecuatiei de mai sus este:

—

— @ X7 rd este determinat in mod unic, deci punctul de viteza nuld exista
Ty = ——5—
0

w? si se numeste centru instantaneu de rotatie (CIR).
y
- - 7 -V
=[x L|r ok 1 y> X7 wo
S WY v 0 0 w =E(—wvol+wv0])= o
0 v¥ vl 0 ;0

Din expresia coordonatelor vectorului de pozitie al CIR rezultd cd acesta este dependent de

timp:

60



w = w(t)
vy = Vo (t)

b = d=do

Rezulta ca viteza punctului / este nula la un moment dat.

Definitie. Dreapta perpendiculara pe planul fix (planul director) in CIR se numeste axa

instantanee de rotatie (AIR).

Daca /se considera un punct curent de pe AIR, atunci expresia centrului instantaneu de

rotatie reprezinta ecuatia AIR (similar Tn staticd existd axa centrald):

Deoarece /este mobil intr-un interval de timp, AIR descrie suprafete riglate numite axoide.
Definitie.
Locul geometric al AIR fatd de reperul fix se numeste axoida fixa.

Locul geometric al AIR fatd de reperul mobil se numeste axoidd mobild.

W X vy
— _ — —_— —

1 _..0 I . I _ ..0 0
rol—r01+r0 ; rol—r01+—w2

Daca se intersecteaza axoidele cu un plan paralel cu planul director, rezulta doua curbe,

numite centroide.

In planul director, centroidele se proiecteaza in adevdrata mdrime, asa cum se prezintd in
Fig. 2.16.

Z, )
' /(A) AIR

axoide

X, ¥
Fig. 2.16 Reprezentarea centroidelor si axoidelor in miscarea plan-paraleld

61



Definitie. Locul geometric al CIR in raport cu reperele fix si mobil poarta numele de

centroide:

- inraport cu reperul fix, se numeste centroida fixd,

- inraport cu reperul mobil, se numeste centroidd mobila.

Modelul de studiu se poate simplifica, fiind considerata doar reprezentarea in plan:

Y, A
r01 yd \ P 4
0
" X
0. 1
0, ¢ ! —
Fig. 2.17 Reprezentarea centroidelor in plan
Centroida fixa se mai numeste baza (B) - _ 0 @ X vy
To, =To, T 0z
Centroida mobild se mai numeste rostogolitoare (R) s @ X Vg
o~ 2
w

O Proprietatile distributiei de viteze in raport cu CIR

— — — TA — — _A) p—

Vy=v+wXIA=v,+wXr

A I a I 1 = U—A)=5XTIA (>(-)
v1=0

X

in miscarea plan-paraleld, distributia de viteze, in raport cu CIR, pentru punctele ce apartin

rigidului se studiaza ca si cum rigidul efectueaza, fata de acest punct, o miscare de rotatie
cu axa fixa.

Prin urmare, miscarea plan-paraleld, care este o miscare compusd, in raport cu / (CIR) se

reduce la o miscare de rotatie in jurul axei instantanee de rotatie (adicd o miscare simpla).

Exemplu: roata care se rostogoleste fard alunecare, Fig. 2.18.
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Fig. 2.18 CIR in cazul rotii care se rostogoleste fara alunecare

in baza relatiei (*), reprezentarea vitezei intr-un punct oarecare A apartinand rigidului este
urmadtoarea:

0,

-

Fig. 2.19 Reprezentarea vitezei unui punct A apartinand rigidului, fata de CIR
U, =7 +@x 04 ,unde (& x 04) L 04

— >

U, = w; X 14 cuv, LTA

Tot in baza formulei (*) se pot enunta urmatoarele proprietati:

1) Dacd se cunosc directiile vitezelor a doua puncte apartinand rigidului in miscare
plan-paraleld, se poate determina CIR.
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Y x

ov 1D

2) Dacd se cunosc mdrimea vitezei unui punct ce apartine rigidului in miscare plan-

paralela si CIR, se poate determina viteza altui punct apartinand rigidului.

L
G
AN _a

“1=17

A
UB = (Ul IB
(£
=2.1B
. 1A
V4 B
o S Vp = Vy- E
Vo ~ IA
)
IB

i se numeste raportul de transmisie a miscdrii intre punctele A si B.

3) Daca directiile vitezelor a doud puncte ce apartin rigidului in miscare plan-paralela
sunt paralele, pentru determinarea CIR trebuie sa se cunoasca si marimile acestor
viteze.

(Ad(A,)

¢!
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4) Din CIR (polul vitezelor), vitezele punctelor ce apartin rigidului in miscare plan-

paralela se vad sub acelasi unghi.

vy =w"IA

vg =w-"IB

Ve=w"IC

Uy

ﬁ:w:tg(%)]

VUp

Ezwztg(az) = =0y =03

UC_ _
<=0 =tg(as)

5) Daca vitezele punctelor unui rigid sunt paralele si au aceeasi marime, CIR este la

infinit iar rigidul executa o miscare de translatie.

— — —
[val = gl = |v¢l

CIR—>o0
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Aplicatie 2.1:

Fie bara OA articulata la capete in punctul O — de roata (1), care se rostogoleste in jurul

centrului sau O cu o, = 2 rad/s siin punctul A — de roata (2) derazar =0.2 m.
Bara OA, de lungime | = 0.5 m, executa o miscare de rotatie cu viteza unghiulara
woa=1rad/s.

Se cere sa se determine viteza punctului B de pe roata (2).

Bara OA are miscare de rotatie in jurul unui ax perpendicular pe planul sdu in punctul O, deci
toate punctele sale vor avea viteze perpendiculare pe OA, cu marimi proportionale cu
distantele lor la punctul O; sensul vitezelor respective este dat de sensul vitezei unghiulare

MoA.
Viteza punctului A va avea directia si sensul din figura:
Vg =wps 0A=1-05=05m/s

Roata (2) are miscare plan-paraleld; pentru determinarea CIR se constatd ca viteza
punctului C apartinand rotii (2) este aceeasi cu viteza punctului C apartinand rotii (1),

deoarece cele doua roti se rostogolesc una pe cealalta.

Roata (1) are o miscare de rotatie cu o+ in jurul unei axe perpendiculare pe planul sdu in

punctul O, deci viteza punctului C este perpendiculara pe OC si are sensul dat de o+
Ve =wq-0C=2(05-02)=0.6m/s

Cunoscand vitezele va si vc ale celor doud puncte, se poate determina CIR:
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- Seunesc punctele AsiC
- Seunesc varfurile vitezelor va si vc.

- Laintersectia celor doua drepte se afla CIR (Punctul I).

Pozitia lui /se determina din asemanarea triunghiurilor:

Al vy
IC N UC
Al va Al AC Al
AC— Al e ve va va

_AC-vy _02:05 01_

Al = = =
vy+ve 05+06 1.1

Cunoscand pozitia lui I, se poate determina viteza unghiulara instantanee a rotii (2):

W =U—A=£=55rad/s
2T AT 009 T

Viteza punctului B are directia perpendiculara pe dreapta IB, sensul fiind dat de sensul lui

>, iar marimea:

v
Vg = W, IB = — - \JAIZ + 12

Al

c) Distributia de acceleratii in miscarea plan-paraleld

0,

Fig. 2.20 Distributia de acceleratii in miscarea plan-paralela

@y =0y +EX0A + @ x (& x 04)

(ex04) L 04 , @x(Bx04) Il 04
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N A
EXO0A=|0 0 ¢g=
xg y§ 0

N A
WwX0A=|0 0 w
xg y§ O

7

dx(@x04)=| o
~wyg

2,,A

(521 ey — wixf
y A
a, =ap +exg — 0wy

ar = @7 + (@)

o
o & =
Il
|
e
=
o
|
e
<
o
~y

Se pune problema unui punct de acceleratie nuld; se presupune ca un astfel de punct este

J(x3, %)

—_ X —
a]—O = a]—O

2,7

{0 =af — ey] — w?x]
0=a) +ex) — w?y]

)

y _
a]—O

] —
X cee
{

y(‘)l = e

Solutia fiind unica, rezultd ca /este un punct de acceleratie nuld, apartinand rigidului in

miscare plan-paraleld.

Punctul /se mai numeste polul acceleratiilor.

Deoarece coordonatele lui ](xé,y({) sunt functii de timp, / este considerat centrul

instantaneu al acceleratiilor (CIA).

Axa perpendiculara pe planul director in CIA se numeste axa instantanee a acceleratiilor

AIA).

Observatie. CIR al vitezelor si al acceleratiilor, in general, nu coincid, dupd cum nu coincid

nici axele instantanee. Aceste elemente coincid in cazul miscarii de rotatie cu axd fixa a

rigidului. Atunci axele nu sunt instantanee, ci stabile.

Justificarea existentei polului acceleratiilor /sub forma vectoriala:

G =a +ExJA+ & x (& xJA)

w2 -
—)w ’ ajzo
eX
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{a)z-EZ (ExJA) - w? + (—w?  JA) - w?
EXas=ExX(ExJA) +Ex (~w? JA)

Ex (ExJA)=(8-JA)-é=—¢*-JA

{wz-ﬁ—(gxﬁ)-w2+w4-ﬁ=0
Exa,+e? JA+Ex (w2 JA) =0

WG+ EXaG+JA (2 +wH)=0

— w?-a, +&xa,
JA=— 2 2
&+ w

2 — - —

— wiragteEXa , - : . .

4f = - Solutie unica, deci polul acceleratiilor /exista.
2+ w

Acceleratia unui punct A apartinand rigidului va fi:
a, =JA- \/m
Distributia de acceleratiiin raport cu polul /se studiaza ca siin miscarea rigidului cu axa fixa:
@ =ExJA+ @ x (& xJA)

Reprezentarea grafica a distributiei de acceleratii se face tinand cont de distributia de

acceleratii in miscarea rigidului cu axa fixa.

01.

Fig. 2.21 Reprezentarea distributiei de acceleratii in miscarea plan-paralelg,
in raport cu CIA
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O Proprietati ale distributiei de acceleratii in miscarea plan-paralela

1) Unghiul format de directia acceleratiei unui punct cu raza ce uneste punctul cu polul
acceleratiilor /este constant:
H ><j7f| _ay e ]A £

9(p) w2 74| @ WA o invariant (constant)

Punctul A este ales arbitrar.

2) Prin polul acceleratiilor, acceleratiile punctelor unui rigid in miscare plan-paralela se
vad sub acelasi unghi.

a, = AA" = JA - €% + w*
ag = BB' =B -+ &% + w*
ac =CC' =]JC -+ &* + w*

AA" JA \

B JB %

BB' B

ﬁ=]_C O D A =0y =03
cc'Jjc

aa a4 %)

3) Dacd se cunosc acceleratia unui punct ce apartine rigidului in miscare plan-paralelg,

viteza unghiulard o si acceleratia unghiulara €, se poate determina polul
acceleratiilor J.

a , & , ©
€
tg(q’):E
ay
A=—2
J Vez + w?
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Aceasta proprietate sta la baza “metodei polului acceleratiilor”, utilizata pentru

determinarea acceleratiilor.

4) Daca se cunosc acceleratiile a doua puncte ce apartin rigidului in miscare plan-paralela,

se poate determina polul acceleratiilor (vezi figura aldturatd).
A, = AA'
aB = BB’

- Se prelungesc suporturile
acceleratiilor pana se
intersecteaza in Q.

- Prin punctele A, B, Q se traseaza
un cerc, la fel prin punctele A’, B',
Q.

- La intersectia celor doua cercuri
se afla polul acceleratiilor /

Exemplu

a;=J1-\Je?+w*=1r-w?

S S ST S S
II
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2.4 Miscarea relativa

2.4.1 Miscarea relativa a punctului material

Fie modelul de studiu pentru miscarea punctului material A, prezentat in figura de mai jos.

Se noteaza cu (T+) — reperul fix 0:X1Y1Z, iar cu (T,) — reperul mobil OXYZ.

Z, A Z

X

'1/_
Fig. 2.22 Modelul de studiu in miscarea relativd a punctului material

Se defineste:

Miscarea punctului material in raport cu reperul fix, precizata prin vectorul de pozitie roAl

reprezintd miscarea absoluta a punctului material.

—

Miscarea punctului material in raport cu reperul mobil, precizatd prin vectorul de pozitie 74

reprezintd miscarea relativa a punctului material.

Miscarea reperului mobil fatd de reperul fix reprezintd miscarea de transport a punctului

material (miscarea punctului material care este indisolubil legat de reperul mobil, fata de

reperul fix).

Din definitiile de mai sus se observa ca miscarea absoluta rezulta din suprapunerea a doua

miscdri: miscarea relativa si miscarea de transport.
Pozitia punctului material fata de reperul fix se poate scrie:

=15+ (2.14)
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Relatia (2.14) reprezinta legea de miscare a punctului material A in raport cu reperul fix

prin intermediul reperului mobil.

O \Viteza absoluta a punctului material

Pentru obtinerea vitezei se deriveazd legea de miscare, tinand cont de regulile de derivare

ale unui vector precizat prin proiectiile sale fatd de un reper mobil:

di _ou .

—=—+wXUu

dt ot

S 617 —

A_ .04 ~0 , = A
rol—r01+at+w><r0

rd =04

VA=vO+vA+Bx04 | vO+@&x04A=0vi

Daca se considera punctul A legat rigid de reperul fix, atunci viteza sa va fi viteza de

transport.
vA =v#+vA, unde vA — viteza absoluta
e J
vf — viteza de transport
v — viteza relativa
vl =vd = \/(v{‘)z + (W2 + 2-vf - vh - cos (v, vh)

Viteza absoluta a punctului material se obtine din compunerea vectoriald a vitezei sale

relative cu viteza de transport.

O Acceleratia absoluta a punctului material

Acceleratia absoluta se obtine prin derivarea succesivd (de doua ori) a legii de miscare a
punctului material.
LN - a‘r'A e
A _ .0 0 4 = A
%, = To, t T +wXrn

b 85 ) ()

A 0 A
= 1y +— +—(w X7,
01 01 " g\ at dt 0
s A oA . ord —
— 0 o — 0 — A — (0] — A
= 1, + FWOX—FwWXry+wX|—+wXr,
01 " 9¢2 ot 0 ot 0
s, 92A =, L — orA
0, = 32 + 15, T X1y +w><(w><r0)+2w><—at
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azr_g
o0 _ 24 , P
372 a# — acceleratia relativa
Punctul material A 15+ @ X1+ W X (EJ X rOA) =

—_— —

=0+ EXTS + @ x (ZJ X rOA) = vf = aff — acc.de transport

\ 28 X ——= 2w, X vA =af — acceleratia Coriolis

In general se poate scrie relatia:  a, = a, + a; + a, , reprezentand legea compunerii

acceleratiilor in miscarea relativa.
Observatii:

1) Acceleratia Coriolis (acceleratia complementard) este un termen de cuplaj intre
miscarea de transport si miscarearelativa. Ea exprima influenta suprapusa a miscdrii
de rotatie a sistemului de referintd mobil si a miscarii relative asupra acceleratiei
absolute.

2) Acceleratia Coriolis apare in cazul in care reperul mobil efectueaza o miscare de

rotatie.

Exemplu: Pamantul efectueaza rotatia diurnd in jurul axei

sale.

Se pune problema daca exista situatii in care acceleratia Coriolis este nula:
a; =2w; XV, =0

Raspunsul este afirmativ, in urmdtoarele situati:

a) w=0 Reperul mobil executd o translatie, cazincare a; =ay ;
b) v =0 Punctul A apartine unui rigid in miscare generala

—

Ao =ai=ap +EXTA+ DX (@ XT1H);

— .

C) w | Uy = CLC:O.
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Exemplu:

T

@ Cutit

| / strung
I

1

Aplicatie 2.2:

Se considera o placd in forma de semidisc prevadzut cu un canal periferic in care se introduce

o bila. Sistemul este antrenat de un mecanism patrulater (conform figurii de mai jos).
Se da:

R=0.18m
0.0=0;A=0.2m

Bila, asimilata cu punctul
material P, executa o

miscare circulard in canalul

de razd R, cu legea de

miscare:

OP=0.06r t?

¢ = (n/6) t? [rad]
Se cere:

a) sd se studieze miscarea punctului material P;
b) sa se determine viteza punctului material P la momentul t = 1s;

c) sdse determine acceleratia punctului material P.
Solutie:
a) Studiul miscarii punctului P:

Punctului material P are o miscarea relativa fata de placa de raza R; aceasta este o miscare

circulara.
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Parametrul miscdrii este:

_oP 0.067t>? B ntz 4
=R~ o1 3¢ lred

Miscarea placii de razd R, antrenata de mecanismul patrulater, reprezintd miscarea de
transport; este o miscare de translatie deoarece 0,0 = OzA iar dreapta OA ramane paraleld

cu eainsdsi pe tot timpul miscarii.

Miscarea punctului P in raport cu sistemul de referinta fix (de exemplu cel cu originea in

articulatia 0-) reprezinta miscarea absoluta.

b) Determinarea vitezei punctului material P

V=0, 7
. 2T
vrza)r-Rzé)-R=?t-0.18:O.12nt

v, rezulta din miscarea de translatie a pldcii; toate punctele de pe placd au
aceeasi viteza.

—_ —

Vi =Vp =g
s
Ut=l7p=U0=w0'010=(p'010=§'t'0.2=0.0667tt

Prin compunerea vitezei relative v, cu viteza de transport v; rezulta viteza v,.
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v (t =1s) = 0.12r m/s v:(t = 1s) = 0.066wr m/s

/s T
6(t =1s) = 3 rad p(t=1s) = r rad

Vg = \/vrz + vZ + 2v,v, - cos (9 + 0) = -
c) Determinarea acceleratiei punctului material P

p+o-n2  aj '

ar = /(a?)z + (ar)?

Miscarea de transport este o miscare de translatie: .

_ = —

a; =ap = Qg

Punctul O are o miscare de rotatie in jurul lui O+ (reperul fix):

_ —
—

ap = ap +a
ap = w3+ 0,0 = ¢*-0,0 = al

al = W, 0,0 = §-0,0 = at

Qo = ay = ’(a?2+(a§2

a, = a, +a;

ag =+ (ar)? + (ar)? + 2a,a; - cos (ar, ar)
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3. Dinamica

3.1 Elemente introductive

Dinamica studiaza miscarea corpurilor (un corp redus la un punct material, un singur corp,
mai multe corpuri sau sisteme de corpuri) tinand cont de masele acestora si de fortele ce

actioneaza asupra lor.
In studiul dinamicii se intalnesc trei tipuri de probleme:

O Problema directd: se cunosc fortele ce actioneaza asupra corpurilor,
caracteristicile geometrice, caracteristicile mecanice si starea mecanica (forma si
dimensiunile, modul de repartizare a masei, pozitia initiald, viteza initiald) si
trebuie sa se determine miscarea (pozitia, viteza si acceleratia la un moment dat).

O Problema inversa: se cunosc miscarea, caracteristicile mecanice si cele
geometrice si trebuie sd se determine fortele si momentele ce actioneaza asupra
corpurilor.

O Problema mixta: se cunosc o parte din forte, anumiti parametri cinematici,
caracteristici geometrice si mecanice si trebuie sd se determine fortele si

parametrii care nu se cunosc.

Problemele de dinamica se rezolva prin insusirea notiunilor fundamentale prezentate in

continuare.
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3.2 Notiuni fundamentale in dinamica

3.2.1Impulsul
Definitie: Impulsul H al unui punct material de masa m care se misca cu viteza v este dat
de relatia:
H=m-%
— .
H Vectorul impuls are
’[_7) (1) aceeasi directie i
acelasi sens cu
m

vectorul viteza.

Fig. 3.1 Impulsul unui punct material
Componentele vectorului impuls H fata de un sistem de referinta ortogonal sunt:
Hy,=m"v, H, Vy
Hy=m-v, ; in scriere matriceala: {H} =<{Hy ; =m- {Uy}
H,=m-v, H, Uz

Pentru un sistem de puncte materiale, impulsul sistemului se defineste ca suma

impulsurilor tuturor punctelor care alcatuiesc sistemul:

n n
)
= Q. fi=) mid

i=1 i=1

(~

Relatia se mai poate scrie astfel:

- N drl - - d - d?C -
=Zml Vi Zml dtzmi"ri=E(M'Tc)=M'E=M'UC
i i=1

H=M- 5,

unde:
M este masa sistemului de puncte materiale;

7, este vectorul de pozitie al centrului de masd al sistemului;
U, este viteza centrului de masa al sistemului.

Impulsul unui sistem de puncte materiale este egal cu impulsul unui punct material de masa

Megald cu masa sistemului si concentrata in centrul sau de masa.

79



3.2.2 Momentul cinetic

Definitie: Momentul cinetic al unui punct material de masd m si vitezd ¥ in raport cu un
punct O este egal cu momentul impulsului.

Ky=#xH=%xm-3
Din definitie rezulta cd momentul cinetic este o marime vectoriald care se defineste in

raport cu un punct al spatiului (este un vector legat).

m

ﬁ ()

=

O

Fig. 3.2 Momentul cinetic al punctului material

Componentele vectorului moment cinetic sunt determinate dupa cum urmeaza:
. [ j k
Ko=1| x y z

mv, mv, mu,

= (ymv, — zmuy) - T+ (zmv, — xmv,) - ] + (xmv, — ymv,) - K

KOx YUz — ZUy
{KO} = KOy =m- {va - xvz}
KOz XUy — YUy

0 —z y1mv
Ko} =1[r]-[H]=[2z 0 —x]{mvy}

-y X 0 |\my,

Pentru un sistem de puncte materiale, momentul cinetic al sistemului se defineste ca suma

momentelor cinetice ale particulelor care alcatuiesc sistemul.

KO=ZK'=ZFiXHi=ZFixmi'{7)i

n n n
i=1 =1 =1

~
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3.2.3Lucrul mecanic

a) Lucrul mecanic elementar

Fie un punct material obligat sa se deplaseze pe o curba (I'), asupra cdruia actioneaza o forta
F. Se considera d7 deplasarea elementard a punctului material.

Proiectia lui F

dr

@)

Fig. 3.3 Lucrul mecanic elementar

Definitie: Lucrul mecanic elementar al fortei F efectuat pentru deplasarea corpului cu
d7 reprezinta capacitatea fortei F de a produce miscare si este definit ca produsul scalar:
dL =F - d
dL = F - dr - cos(F, d7)
Pe baza definitiei produsului scalar rezulta urmatoarea definitie:

Definitie: Lucrul mecanic elementar este egal cu produsul dintre marimea deplasarii

elementare dr si proiectia fortei F pe directia deplasarii

Sau

produsul dintre mdrimea fortei F si proiectia deplasarii d7 pe directia fortei.
Lucrul mecanic poate fi:
— pozitiv (motor), cand forta pune in miscare o masind sau un mecanism;

— negativ (rezistent), cand forta contribuie la oprirea masinii sau a mecanismului;

— nul, dacd forta este perpendiculara pe directia miscarii.

Observatii:

O Daca asupra punctului material actioneaza mai multe forte ﬁl,ﬁz, ...,ﬁn provocand o
deplasare d7, atunci suma lucrurilor mecanice ale fiecdrei forte este egala cu lucrul
mecanic al rezultantei.

dL = (F, + Fy+..+F,) - dF = Fy - d7 + F, - di+.. +F,  dF = dL; + dLy+.. +dLy,

B Dacddeplasarea d7 este suma vectoriald a mai multor deplasari d7y, ... d7,, atunci lucrul
mecanic corespunzator deplasarii d* este egal cu suma lucrurilor mecanice elementare
corespunzatoare deplasarilor dr,.
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dL = F - (d#y, + diy+..+d7) = F - d#, + F - diy+.. +F - d#, = dL, + dL,+.. +dL,
B Cunoscandrelatia d7 = v - dt, lucrul mecanic elementar mai poate fi scris si astfel:
dL=F-7-dt

-

B Considerand componentele vectorilor F si dr:

di=dx-T+dy-j+dz-k
F=X-T+Y-j+Zk
rezulta expresia analitica a lucrului mecanic:
dL=X-dx+Y-dy+Z-dz,saudL=X-x+Y -y+Z7Z-2)-dt.
b) Lucrul mecanic total (finit)
Fie un punct material ce se deplaseaza pe o curba (I') din spatiu sub actiunea fortei F.

Definitie: Lucrul mecanic total Las efectuat pentru a deplasa corpul (asimilat punctului
material) din pozitia Ain pozitia B reprezintd suma lucrurilor mecanice elementare efectuate

pe parcursul deplasarii.

A

Fig. 3.4 Lucrul mecanic total

B B
LAng ﬁ-d?zf (X dx+Y -dy+Z-dz)
A A

Lucrul mecanic total este determinat ca integrala curbilinie, calculata pe traiectoria pe care

se deplaseaza punctul material.

Lucrul mecanic total va depinde atat de forta F, cat si de arcul de curbd AB, respectiv de
modul in care aceast arc de curba este parcurs.

Dacd se cunosc dependentele de timp ale coordonatelor punctului material in timpul
deplasarii, forta va deveni o functie de timp, iar integrala curbilinie se va reduce la o integrala
simpla, de variabila &
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Observatie: Dacd forta depinde numai de pozitia punctului material, atunci lucrul mecanic
va depinde numai de traiectorie, fara insa a fi influentat de modul in care aceasta este

parcursa.
c) Diagrama lucrului mecanic

Daca se considerd o masind/ echipament care dezvolta forta F, iar deplasarea elementului

activ al masinii este x, se poate reprezenta variatia F = F(x).

F(x)A

Cl DI

dx

A CD B

<V

Fig. 3.5 Reprezentarea lucrului mecanic total
Lucrul mecanic elementar, la o deplasare dx este:
dL =F -dx
Lucrul mecanic total, la o deplasare intre doud puncte A si B va fi:

B
Lyg = f F(x)dx

A

Lucrul mecanic este egal cu aria suprafetei de sub curba A'B’ (aria suprafetei AA'B'B).

3.2.4 Energia mecanica
a) Energia cinetica (de miscare)

Definitie: Energia cinetica a unui punct material de masa m si viteza v este:
1
E. =—mv?
€ 2

Energia cinetica este o marime scalara de stare — se defineste la un moment de timp ¢
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Pentru un sistem de puncte materiale, energia cinetica a sistemului se defineste ca energia

cineticd a tuturor punctelor materiale care il formeaza:

n
1
E.=E. +E,+..+E., = Zimiviz
i=1

b) Energia potentiala (de pozitie)
Fie o fortd derivatd dintr-o functie de forta Ufx, y,z). Lucrul mecanic necesar pentru a deplasa
punctul material din pozitia AofXo, 0,20/ pozitia Alx y,z)este:
Laga = U(x,y,2) — U(x0,Y0,20)
Definitie: Energia potentiald este energia punctului material dependenta numai de pozitia
sa. Ea reprezintd lucrul mecanic efectuat pentru aducerea punctului material dintr-o pozitie

oarecare intr-o pozitie de energie potentiala nula:

Ao Ao
Ep= dL = dU=UAO—UA=U(Xo,y0,Zo)— U(x,y,Z)=—LAOA
A A

Energia potentiala reprezinta lucrul mecanic efectuat pentru aducerea punctului material

din Ao in A, luat cu semn schimbat.
Daca se alege U(xp,¥0,20) = 0, rezultaca £, = — U(x,y,z) = —U.

Pentru un sistem de puncte materiale, energia potentiala a sistemului este egala cu suma

energiilor potentiale ale componentelor sistemului.
c) Energia mecanica

Definitie: Energia mecanicd este suma dintre energia cinetica si energia potentiald a unui
punct material sau sistem de puncte materiale.

Epn=E,+E,

3.2.5 Puterea mecanica

Definitie: Puterea este lucrul mecanic produs in unitatea de timp:

L 1] W - Watt
p:E [1W]=m J - Joule ]
s — secunda

Dacd forta si/ sau momentul care produce lucrul mecanic sunt constante, atunci:
P=-
t
dL =F -dr
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P—ﬁdF
o dt

F-o
cu componentele:
P=F-v-cos(F,3) =X v, +Y v, +Z" v,

Daca lucrul mecanic este dat de un cuplu:

Dy

dL=M-d

N

!

p = =M-o
dt

Definitie: Randamentul este mdrimea prin care se apreciazad eficacitatea unei masini (motor,

instalatie etc.).

L L L.

' p

L; / P; — Lucrul mecanic / Puterea de intrare

Le / Pe — Lucrul mecanic / Puterea de iesire

Pi Pp Pe L, / Pp — Lucrul mecanic / Puterea pierduta
masina
Randamentul este dat de relatia: unde:
L P,
n==5<1 Le=Li—Lyp
P P,=P,— P,
Ly
n=1- 1, =1l-9¢ ¢ este coeficientul pierderilor.

P
=1-L=1-—
n P, @

Comentariu: din totalul lucrului mecanic produs de o masina, numit lucrul mecanic motor
sau consumat L. (identic cu L;), doar o parte, lucrul mecanic util L, va fi folosit pentru
obtinerea efectului propus (acelasi cu L.). O alta parte, lucrul mecanic rezistent L, (acelasi
cu L,) se va utiliza pentru invingerea diferitor rezistente si frecdri.

Le=1Ly— Ly
In acest context, randamentul mecanic al unei masini este raportul dintre lucrul mecanic util
si lucrul mecanic consumat:

T
n=1-—<1
Lc
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3.3 Teoreme fundamentale in dinamica

3.3.1Teorema de variatie a energiei cinetice

O Pentru un punct material

Fie un punct material care se deplaseaza din punctul A in punctul B, iar F - rezultanta

fortelor ce actioneazd asupra punctului material.

Se poate scrie:

zA i
m-a=F
dﬁ—ﬁ dr
KT \ndr
dv ,
m-—-di = F - d7 I
dt -
m-dv-%=F-d?
y

Fig. 3.6 Variatia energiei cinetice a punctului material

Relatia (3.1) exprimd, din punct de vedere matematic, teorema de variatie a energiei

cinetice a punctului material, sub forma diferentiala.

Enunt: Variatia energiei cinetice a unui punct material intr-un interval de timp elementar at
este egald cu lucrul mecanic elementar al rezultantei fortelor ce actioneaza asupra punctului

material in acelasi interval de timp elementar ca si cum punctul material ar fi liber.

Daca deplasarea punctului material are loc pe un interval finit AB intr-un timp finit A prin

integrarea relatiei (3.1) se obtine:

B B
j dEC = f dL = EB - EA = LBA = LAB (32)
A A

Relatia (3.2) exprimad variatia energiei cinetice sub forma finita.

Enunt: Variatia energiei cinetice a punctului material intr-un interval de timp At finit este
egala cu lucrul mecanic efectuat de rezultanta fortelor in acelasi interval de timp finit si

corespunzator deplasarii finite.
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O Pentru un sistem de puncte materiale

Fie un sistem de puncte materiale (1, 2, 3, 4) asupra carora actioneaza forte externe (Fy, F,

Fs, E,) siforte interne (Fyy + Fys).

Se poate scrie:

e Y
- - - = - F 2
mq a1=F1+F12+F13+F14 1 ? —
N - > - - 12 FZl
my-a; = F; + Fp1 + Fp3 + Fay 1% E——— I
5 > > > - — —_— F
ms - Az = F3 + F31 + F3; + F34 Fi3 Fia 3 -
> > - > - F
m4'a4=F4+F41+F42+F43 \ 2
- - —_— -
ma, =hL+ Z F, Fi; F3
1#] 3 \ ?
41 —
— —P\ F42
. F; F3a ? {4
Zmlfil=ZFl+ZZF 13 —
i) Fy
dvl N : - o
Z m; Z F; + Z Z - d7; Fig. 3.7 Variatia energiei cinetice pentru un
i#]j sistem de puncte materiale

dr S S
Zml — ﬁl:zFldFl-i-zzFUdﬁ

=2
d ) T = die o+ ai
2

dE, = dL®t +dL™| (3.3)

Relatia (3.3) reprezintd teorema de variatie a energiei cinetice sub forma diferentiald, pentru

un sistem deformabil de puncte materiale.
Daca sistemul este nedeformabil (rigid),

dL™ = 0, prin urmare rezultd dE, = dL®*t| (3.4)

Relatia (3.4) reprezinta teorema de variatie a energiei cinetice sub forma diferentiala,
pentru un rigid.

Din relatiile (3.3) si (3.4), daca deplasarea are loc pe un interval finit AB, rezulta teorema de

variatie a energiei cinetice sub forma finita:

pentru sistemul deformabil: pentru sistemul rigid:
E EA = Lext + Llnt EB - EA = Li)f;t
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3.3.2Teorema impulsului

O Pentru un punct material:

m-a=F
m- L
dt
d N = dﬁ > =
E(mv)=F = EZF H=F| (3.5)

Relatia (3.5) reprezintd teorema impulsului.

Enunt: Derivata impulsului in raport cu timpul este egald, in fiecare moment, cu rezultanta

fortelor ce actioneazd asupra punctului material.
Observatie: Rezultanta fortelor are in vedere atat fortele externe cat si fortele de legatura.

O Pentru un sistem de puncte materiale:

Fi — fortd externa (data/ activd)

Fji — forta interna (de legdtura)

i#j
s, . )
mi-EzFi+ F}'i
i#j
d N - d — - - — - -
E(mlvl):Fl-l_ZP}l = %HL: it F)l = H=F+ ji
i#j i#j i#j

Dacd sistemul de puncte materiale este nedeformabil (rigid), se pot scrie relatiile:
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Fij=-F; 5 ZEF_‘H =0
i%)

H=)F =R (6

Enunt: Derivata in raport cu timpul a impulsului total al unui sistem de puncte materiale in

fiecare moment este egala cu rezultanta fortelor externe si a fortelor de legatura.

Observatie 1: Impulsul total al unui sistem de puncte materiale este:

— -

H=m-v, , H=m-ad,
unde v, si d, reprezintd viteza, respectiv acceleratia centrului de masd,

iar teorema de miscare a centrului de masa se poate scrie:

m-aC=Zﬁi=ﬁ

Enunt: Miscarea centrului de masa al unui sistem de puncte materiale este ca si cumin el
este concentrata intreaga masa a sistemului si asupra lui actioneaza rezultanta fortelor

externe si a fortelor de legatura.

Observatie 2: Daca rezultanta fortelor externe (date/ active) si a fortelor de legatura este

nuld, atunci impulsul se conserva.

dH
dt

Fizﬁzo = ﬁ:O = =0 > H=¢

3.3.3Teorema momentului cinetic

O Pentru un punct material:

m-a=F
dv .
m-—=F | rx
t
X dﬁ—*xﬁ
m dt_r
d( 5 =7 X F
—(Txm-v)=r
dt
d—) —
E o = Mp

Fig. 3.8 Variatia momentului cinetic pentru un punct
material
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unde;

K,- momentul cinetic in raport cu polul O

M, - momentul rezultant al fortelor in raport cu polul O

Relatia (3.7) reprezintd teorema momentului cinetic.

Enunt: Derivata momentului cinetic al unui punct material in raport cu timpul, moment
cinetic calculat fata de polul O, este egala cu momentul rezultant al fortelor ce actioneaza

asupra punctului material, fata de acelasi pol O.

O Pentru un sistem de puncte materiale:

Fi — fortd externa (data/ activd)

Fji — forta interna (de legdtura)

mi'&i=Fi+zP}i \ﬁ'x
i#j

Fixmi'&i=?iXFi+ﬁ'XZP}-i

i#j
- d‘l})l - = - =
riXmi-EzrixFi+riXZF}i
i+j

d - - - = - =
E(rixrni-vi) :riXFi-l_risz}'i
i#j
Tinand cont de faptul ca 7, X m; - v; = Kp; , rezulta
KOi :7_")1' XFL' +7_")l XZFﬁ

%)
ZKOi =Z(Fi X F;) +Z 7 XZFﬁ
%)
Se noteaza:

Derivata momentului cinetic al sistemului de puncte materiale: K, = . Kp;

Momentul fortelor externe (date/ active) fata de polul O: Mgt =¥ (7 x F,)
Momentul fortelor interne (de legdturd) fatd de polul O: Mt = Y7 X Dix Fi)

K, = Mg + MIt|  (3.8)
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Relatia (3.8) reprezintd teorema momentului cinetic pentru un sistem deformabil.

Enunt: Derivata momentului cinetic in raport cu timpul, moment cinetic calculat fatd de
polul O, este egald cu momentul rezultant al fortelor externe (date) si al fortelor interne (de
legaturad) ce actioneazd asupra sistemului de puncte materiale, momente calculate fata de

acelasi pol O.

Considerand sistemul nedeformabil (rigid):

P ; pjint —
—Fi s o =0

Fij =
Z I?Oi = Z(‘Fl X F_)'l) = I_(O = MO (39)

Relatia (3.9) reprezintd teorema momentului cinetic pentru un sistem nedeformabil (rigid).

Comentariu: Teorema impulsului, reunita cu teorema momentului cinetic, definesc teorema

torsorului impulsului.

Se considera torsorul impulsului:

-
(Hy) - R
O=Z i X Hj

H

. . . =R
Teorema torsorului impulsului se exprima: { . .
o=Mp

Considerand torsorul sistemului de forte (din Statica): Tz, = {1\_)5 }
o

se poate scrie:

%[T(ﬁi)] =T@y = {1\%}

Enunt: Derivata torsorului impulsului in raport cu timpul, torsor determinat fata de polul O,
este egal cu torsorul sistemului de forte ce actioneaza asupra sistemului material, torsor

determinat fata de acelasi pol O.

3.3.4 Principiul lui D'Alembert. Metoda cinetostatica

B Forta de inertie

Fie un punct material de masa /masupra caruia actioneaza un alt corp cu forta F.

B m Principiul al ll-lea al lui Newton:

= -
S F=m-a
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Conform principiului actiunii si reactiunii, punctul material raspunde cu o forta egala si de
sens opus (—m - @), care reprezintd forta de inertie F;.

F+(-m-d)=0 & F+F=0

Corpul care actioneaza asupra punctului material cu forta F se numeste agent activ

(accelerant).

Punctul material asupra cdruia actioneaza forta F se numeste agent pasiv (accelerat).

Forta de inertie actioneaza asupra agentului accelerant!

Demonstratie:

!
T
Il
3
«Q,

=
(=T}
I
3
Q
el
Il
|
3
«Q

Daca forta F; ar actiona asupra corpului de masa /m, ar trebui ca acesta sa se afle in repaos

sau in miscare rectilinie si uniforma. In realitate, respectivul corp este in miscare accelerata.
Rezultd ca forta F; actioneaza asupra agentului accelerant (in acest caz — Pamantul).

In rezolvarea problemelor de dinamica, F; se introduce fictiv asupra agentului accelerat.

Exemplu:
R=N+6G
Daca asupra corpului de masa m ar fi
actionat F;, acesta ar fi efectuat o miscare
rectilinie si uniforma.
Se cunoaste insa ca miscarea sa este
circulara.

. ~ ~ = . ~ .

R=m- Rezulta ca F; actioneaza asupra agentului

accelerant (Pamantul) prin intermediul

firului.

Definitie: Forta de inertie este o consecintd a proprietatilor inerte ale materiei si apare ori

de cate ori un corp este accelerat sau decelerat. Ea reprezinta reactiunea corpului accelerat
asupra agentului accelerant.
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B Torsorul fortelor de inertie

z n 4 z
ai F[' ‘
*.---""-_’
m;, dm;
=i
ml, dm1 ! F[ |
/ I‘T, 7—:
(_ii Fl i i
0. . 0 0
4 Y 4 Y 4 Y
/// ms, dmz /// //
/// (_i /// ."“':,--‘ ///
//// _,.,2 /'// Fz e
»x X o r'es

Fig. 3.9 Torsorul fortelor de inertie

Se defineste sistemul fortelor de inertie {F}, Fig. 3.9.

Torsorul fortelor de inertie se poate scrie:

— - > . d - d - -
R‘=ZFL-‘=Z(—mi-ai)=—Zmi-ai=—E2mi-vi=—am-vc=—m-ac
i i i i

-

To(a

o~

_ L . i d (<. . d O - d
M5=ZrixFi‘=—ZriXmi-ai=—E ZriXmi-vi :—EZKOL':—EKO
l l l L
. d d .
Ri=——(m ) =-—H=H
TO(F"Li)_ . d . -
MO:_%KO__KO

1) Rezultanta fortelor de inertie reprezinta derivata impulsului, luatd cu semnul ,minus”.

2) Momentul rezultant al fortelor de inertie reprezintd derivata momentului cinetic, luata
cu semnul ,minus”’, moment cinetic calculat in raport cu acelasi pol fata de care se
efectueaza reducerea sistemului de forte de inertie.

3) Toate problemele studiate in cazul torsorului unui sistem de forte oarecare (vezi cursul
de ,Mecanica I. Statica”), respectiv:

— cazul de reducere,

— axacentralg,
— reducerea sistemului de forte particulare,

sunt valabile siin cazul sistemului de forte de inertie.
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Din 1) si 2) rezultd cad torsorul fortelor de inertie se determinda cunoscand torsorul

impulsurilor (care se deriveaza si se considera cu semnul ,minus”):

—->l- N
d R'=-m-a.

GhY ~ L) = To(s) =\ M6 =

|
g
o1
X
et
Il
|
g
it
X
3
R

B Metoda cinetostatica
Fie un punct material liber, actionat de un sistem de forte cu rezultanta R=m-d.
Se poate scrie:
R+(-m-d)=0 o R+Fi=0 (3.10)
Daca punctul material este supus la legaturi, relatia de mai sus devine:
R+R +R; =0 (3.11)
unde: R, este rezultanta fortelor de legdturd si §; este rezultanta fortelor de inertie.

in tot timpul miscdrii punctului material, rezultanta fortelor date (active), a fortelor de
legatura si a fortelor de inertie se gasesc in echilibru dinamic fictiv (rezultanta fortelor de

inertie este introdusa fictiv asupra punctului material).

Pentru un rigid se considera:

To(z,) = {5 } - torsorul fortelor date
i MO
T = | R | fortelor de legatura
o(F) = Mé - torsorul fortelor de legatura
R; -
Torziy =1 —, - torsorul fortelor de inertie
(#) ~

Echilibrul este realizat daca:

R+R +R =0
{ TR (3.12)

My + My + M5 =0
Relatia (3.12) exprima principiul lui D’Alembert si reprezinta echilibrul dinamic fictiv pentru

un rigid.

Enunt: In tot timpul miscarii unui rigid, torsorul fortelor date (active), torsorul fortelor de
legdatura si torsorul fortelor de inertie se gasesc in echilibru dinamic fictiv, torsorul fortelor
de inertie fiind introdus fictiv asupra rigidului.
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Proiectand relatia (3.12) pe axele sistemului de coordonate, se obtin conditiile de echilibru

dinamic fictiv pe cele trei axe:

X+X,+X,=0 M0x+M(l)x+M(i?x=0
Y+Y4+Y, =0 Moy + Mp,, + Mp, =0 (3.13)
0z 0z 0z

Relatiile (3.12) si (3.13) stau la baza metodei cinetostatice.

Metoda cinetostatica rezolva urmatoarele probleme:
— determinarea legii de miscare,
— determinarea reactiunilor,

— studiul repaosului relativ.

Metoda cinetostaticd reduce o problemad de dinamica la o problema de cinematica (este
necesara determinarea vitezelor si acceleratiilor) si la o problema de statica (este necesara

scrierea ecuatiilor de echilibru dinamic fictiv).

Etapele de aplicare a metodei cinetostatice sunt urmatoarele:
1) se efectueaza analiza cinematica;

2) se separa corpurile, introducandu-se asupra fiecdruia dintre ele torsorul fortelor

date, al fortelor de legdtura si al fortelor de inertie;
3) se scriu conditiile de echilibru, separat, pentru fiecare corp;

4) se rezolvd sistemul de ecuatii determinat la punctul 3.

Observatie:

a) Pentru simplificarea sistemului de ecuatii, se determina acceleratia corpurilor cu
ajutorul teoremei energiei cinetice; acceleratiile astfel obtinute se introduc in

sistemul rezultat din scrierea ecuatiilor de echilibru si se obtin reactiunile.
b) Existd doua tipuri de reactiuni:
— statice, care nu depind de miscare (acceleratie);

— dinamice, care depind de miscare.
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3.4 Momente de inertie

3.4.1Momente de inertie mecanice, centrifugale, geometrice.
Proprietati.
B Modelul de studiu

Z )

—————

< Ai(xi, i, 2i))
vm; ’
% I A(x,y,z)  oxdydz-

paralelipipedului

:' | ¢ ' \‘\ am laturile
/ i 1 (dx,dy,dz)

_____ I——' infinitezimal
| 7 >
. . Yy
/
!/- Xi, X

Fig. 3.10 Modelul de studiu pentru momentele de inertie

Definitie: Suma produselor dintre masa unui punct material si patratul distantei la o0 axa /

un plan / un pol definesc respectiv momentele de inertie mecanice axiale / planare / polare.

Suma produselor dintre masa unui punct material si distantele la doud plane perpendiculare

intre ele definesc momentele de inertie centrifugale.

In general, notiunea de moment de inertie se defineste ca: J = i? - m, unde i este raza de

inertie sau raza de giratie.

Definitie: Raza de giratie reprezinta distanta de la un punctin care se considerd concentrata
toatd masa corpului sau a sistemului de corpuri, in raport cu un reper ce poate fi 0 axa, un
plan, un pol.
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Momente
o Sistem discret de puncte materiale Sistem continuu si omogen
de inertie
Je= Y GE 2D m Je = [ 7 + 72 dm
axiale | J, = Z(x? +z)-m Jy = f (x* +z%) dm
]Z:Z(xi2+yi2)'mi ]Z:f(xz“l'yz)dm
]xoyzzziz'mi ]x()y:fz2 dm
planare | J,,, = Z x? - m; Jyoz = sz dm
]xoz=zyi2'mi ]xoz=]y2dm
polar | J, = > (xF + 97 +28)-my Jo = J(x2 +y? +2%)dm
]xy=zxiyi'mi ]xy=fxydm
centrifugale | /,, = Z yi Zi - m; Jyz = f yzdm
]xz=zxiz'mi ]xZ=JXde

Dacd in relatiile momentelor de inertie de mai sus se expliciteazd masa ca fiind:

m;=p-V; ; dm=p-dV
m; =p-4; ; dm=p-dA
m; =p-L; ; dm =p-dL

unde p este densitatea corpului/ corpurilor, respectiv densitatea de volum, de arie, de
lungime, densitate care se poate scoate inaintea operatorului de insumare (X) sau de

integrare (f), expresiile ramase sub acesti operatori definesc momentele de inertie

geometrice.
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Proprietati:

1.

Momentele de inertie axiale / planare / polare sunt mdrimi scalare pozitive, niciodata
negative si cu totul exceptional nule (in cazul in care sistemul material este

concentrat dupa o axa / intr-un plan / dupa un pol).

Momentele de inertie centrifugale sunt marimi scalare ce pot avea mdrimi pozitive,

negative sau nule.

Momentul de inertie axial se poate defini ca suma momentelor de inertie in raport

cu douad plane ce se intersecteaza dupa axa respectiva:

Jx =j(y2+zz)dm=jyzdm+fzzdm=]xoz+]xoy

Momentul de inertie polar se defineste ca suma momentelor de inertie planare in

raport cu 3 plane ce se intersecteaza in polul respectiv.

Momentul de inertie polar se defineste ca suma dintre momentul de inertie in raport
cu un plan si momentul de inertie in raport cu o axa perpendiculara pe plan in polul

respectiv:
Jo = sz dm + J(y2 +22)dm = Jyo; + Jx
Momentul de inertie polar se poate defini ca semisuma momentelor de inertie axiale:
Jx = ](y2 +2%) dm

]y=j(X2+Z2)dm => ]0:]x+]++jz

Jz=f(x2+y2)dm

In baza proprietétilor 3+6 se observa ci intre cele 7 momente de inertie (axiale /

planare/ polar) existda 4 relatii de dependenta. in consecintda, pentru determinarea

momentelor de inertie axiale/ planare/ polar este suficient sa se determine sau sa se

cunoascd 3 momente de inertie. Acestea, impreuna cu relatiile de dependentd, determina

celelalte 4 momente de inertie.
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3.4.2 Variatia momentelor de inertie la translatia axelor.
Formula lui Steiner.

Fie un rigid pentru care se cunosc
momentele statice si momentele de

inertie in raport cu reperul Oxyz.

Ne propunem sa determinam

momentul de inertie in raport cu axele

unui reper translatat (Osx,y1z1) fata de

reperul initial (Fig. 3.11).

x+a a
A{y+b O{b

Z+c Cc

Fig. 3.11

Jz, = ](xl2 + y)dm = f(x + a)?dm + j(y + b)%dm
= f(xz + a? + 2xa)dm + f(y2 + b2 + 2yb)dm =

=f(x2+y2)dm+f(a2+b2)dm+2afxdm+2bfydm=

)., =), +d* M+ 2aSy,, + 2bS,,, (3.14)

Legea de variatie a momentului de inertie la translatia axelor este data de formula lui
Steiner relatia (3.14).

Dacd reperul isi are originea in centrul de masd (axa Oz trece prin centrul de masa) atunci

Syoz = Szoz = 0. Rezultd Formula lui Steiner condensatd (utilizata, de reguld, in aplicatii):

Izl =.]Z+d2 M (315)

Fie o dreapta A ce trece prin centrul de masa al unui rigid si axele A si A; la distantele d;,

respectiv d,. In baza formulei (3.15) se poate scrie:

]A1 =]Ac+d%'M - /J\ 7y C. AR Ac
ATl g, VA
Ja, =Jac +d5-M ' v % . 1
\ o _'l
Jay = Iy = Jag = Jag + (&5 —dD) - M A2
Formula lui Steiner generalizata:
Ja, —Ja, =(d5 —di)-M (3.16)
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Concluzii:
in baza formulelor (3.15) si (3.16) rezulta:

1) Dacdsuntdate momentele deinertiein raport cu axele paralele, momentul de inertie

minim va fiin raport cu axa ce trece prin centrul de masa.

2) Daca este dat momentul de inertie in raport cu axa ce trece prin centrul de masa,
atunci locul geometric al axelor fatd de care momentul de inertie are aceeasi valoare

este un cilindru avand axa de rotatie dreapta ce trece prin centrul de masa.

3) Cu ajutorul formulelor lui Steiner se poate determina momentul de inertie al

corpurilor cu forme complexe, dupa cum urmeaza:

— se imparte corpul in corpuri simple, al cdror moment de inertie se cunoaste din

literatura de specialitate,

— se calculeaza momentul de inertie pentru fiecare corp simplu utilizand formula

. . . _ 2 . . ~ . .
lui Steiner: J5, = Ja, + df - M, unde i = numarul corpurilor simple,
— sefinsumeazad (insumare algebricd): Jy = X/, -

4) Formula lui Steiner este valabila si in cazul momentelor de inertie geometrice, cu
deosebirea ca in locul masei se va considera volumul, aria sau lungimea (dupa cum

corpul are respectiv trei, doud sau o dimensiune).

5) Formula lui Steiner se aplicd si momentelor de inertie centrifugale. De exemplu:
Jxpy, =Jxy +ab-M.
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3.4.3 Variatia momentelor de inertie la rotatia axelor
Fie reperul Oxyz si dreapta A, cu versorulé: é=cosa-T+cospB-j+cosy- k

Pentru simplificarea scrierii se adopta notatiile:

cosa=a
cosf=p z A
cosy =y
(A)
Fig. 3.12

Rezults: é=a-T+B-j+y-k
Punctul A, cu vectorul de pozitie # avand expresia7 = x-T+y-j+z- k se afld la distanta
& de dreapta A, cu 8 = rsin(7, €) .

Din definitia momentului de inertie axial rezulta:

]A=f52dm
T 7 k| (yv—28B
5=|7X5|=x y z|= zZa — Xy
a B y| WB-ya

Ja= f(yy —zB)?>dm + f(za —xy)?dm+ f(xﬁ —ya)?>dm =
= f(yzyz + z%B?% — 2yzyB)dm + f(zza2 + x%y? — 2zxay)dm
+ .[(xzﬁz + y?a? — 2xyBa)dm

Ja = a® Jx +,BZ ']y +V2 ], — 2ap ']yz — 2By ']xy —2ay " Jx, (3.17)
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Comentarii:

1) Relatia (3.17) exprimd legea de variatie a momentului de inertie la rotatia axelor,
deoarece dreapta A a fost aleasd arbitrar si poate fi suprapusa cu oricare dintre axele

reperului Ox1y+z; obtinut prin rotirea reperului Oxyz.

2) Se considera o dreaptd A continuta in planul Oxy:

A =9
y (A) a = cos(a) = cos(0)
B = cos(B) = sin(6)

Relatia (3.17) devine:
Ja = Jx - cos?*0 + ], - sin®0 — 2], - sin 6 - cos 0
Ja =Jx - cos?0 + ], - sin®0 — |, - sin 20
— Daca se considera 6 =0, adica sistemul material este concentrat dupa axa Ox, rezulta
Ja=Jx-

— Dacd 0 = n/2, adicd sistemul material este concentrat dupa axa Oy, rezulta J, = J,, .

— In baza acestor rezultate se poate afirma cd momentele de inertie definesc modul

de repartitie al masei unui sistem material.
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Aplicatie.

O placd dreptunghiulara cu masa M = 3kg, cu grosime constantd (grosime micd in raport cu
celelalte dimensiuni) este sudata la 45° pe un ax vertical care se roteste cu viteza unghiulara

»=20n rad/s. Laturile placii au dimensiunile a = 0.4m sib = 0.2m, Fig. 3.13.

Sa se determine energia cinetica.

(1)2

E. =], —
c ]A 2
Ja — momentul de inertie al
placii in raport cu axa de rotatie

a =c0s90°=0

V2
p = cos45° = —
2
V2
y = cos45° = —
2
Fig. 3.13

Ja= a® Jx +.82 ']y +Y2 ] — 2apB ']xy — 2By ']yz —2ya -

dm=p-dA=2dA=Zdxdy Jxoy =0

M
]x:f(yz+Zz)dm:fyzdm'i'fzzdm:]xoz'i']xoy:Efyzdxdy
b
M Jid j% 2 M <b+b> a3 1+a3 1 _Ma2
_ab_gx _%yy_ab 272) \8'378 3] 12

M
]y=j(x2+zz)dm=.[xzdm+.[szm=]yoz+]xoy=%Jx2dxdy

b a
M ji 2 jid M b3 1_I_b3 1 (a+a)—Mb2
_ab_gxx_gy_ab 8 378 3/ 272712

2
M
o= [y dm = [ 2 dm+ [ 37 dim = Jyu, + Jeor = 3 [ G2+ 9 dady

b a b a
M|z 24 Ed Ed z 2 _ M(a*+b?)
—Ej_gx x.[_% y+J_§x-f_y y——12

a
2

2 Mb2+2 M(a® +b?)  M(a® + 2b?)
]A_4 12 ' 4 12 - 24

E_M(a2+2b2) w2_5922
¢ 24 2 7 J
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3.5 Dinamica rigidului in miscarea de rotatie

cu axa fixa

Se considera un solid rigid in miscare de rotatie cu axa fixa (0,0, = I), asupra caruia

actioneazad un sistem de forte reprezentat de {Fi} care, in raport cu polul 0=0, se reduce la

—

R | .
torsorul T, {V} Fig. 3.14.

(o]

Fig. 3.14

In legaturile mecanice din polii O si O; rezultd torsorul fortelor de legatura:

" Ri+R,
N TGO

‘®) @D
Se pune problema determindrii reactiunilor R+ si Rz i legea de miscare a rigidului.

Rezolvarea problemei implica metoda cinetostatica: in tot timpul miscarii unui rigid,
torsorul fortelor date si a fortelor de legatura sunt echilibrate de torsorul fortelor de inertie.
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— dﬁ N . _a)zxc - gyC

. W:_§{=ﬂmc ) {ac} ={—w?y, + ex,
Ti = A
. dK, . .
Moo=~ ' Ko = Uol{d}

<
|

_waC + EX. ma)zyc — MEX,

— —w*x. — €Y, mw?x. + mey,
0 0

Rl =m [ + bt + 70

() = - (2ol g x i) = - (2] - 3] ()

Jx _]xy —Jxz 0 ~Jxz®
{Fo} =|"hx Iy —Jyz {O} =<{—/Jy;w
~Jox  —Jzy Iz w +/,w
74 —Jxz€
oK, x
{ at } = et
+/,¢
B j ok Jyz@?
w XK, = 0 0 w | =3
—Jxz0  —Jy0 ] w 0

~ SN 0 —w O0]( ez ]yza)2
[5] . {Ko} = |:(1) 0 0] —]yzw = _]xza)z
o o ol Lo 5

. ]ng _]waZ ]ng _]yz(")2
{M(l)} = ]yzg + ]xsz = ]yzg +]xzw2
Jze 0 —Jz€
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Metoda cinetostatica:

Relatiile de echilibru fictiv:

B4 plLpl—
{_R)+R_)+i 0 (3.18)
M, +M +M =0
— —(1 —(1 —_ — ? ]_) E _lYZ —(1
{M},}=M§L +MP =00,xR,=|o o0 i|={1-x,{, undeM® =0
(R1) (R2) (R1)
X, Y, Z, 0

ML=—1-Y,i+ [-X,]+0Fk

of) o wf) oo

Zy
Proiectand relatia 3.18 pe cele trei directii ale axelor de coordonate rezulta:

(X + X; + X, + mw?x, + mey, =0

Y+Y,+Y, +mw?y, —mex, =0

Z4+Z,+Z,+ 0 + 0 =0 X1, 1,2,
Moy — LYy + Jupe = Jyp® = 0 cu necunoscutele: {X,,Y,,Z, (3.19)
Moy + 1 X5 + ]y € + Jyzw* =0 ¢

\ My, + 0 + 0—J,¢e =0

Problema are 6 ecuatii cu 7 necunoscute, deci este un sistem nedeterminat. Aceastaimplica

modificarea modelului de studiu prin inlocuirea articulatiei sferice din O, cu o articulatie
cilindrica plang, situatd in planul xOy, Fig. 3.15.

In consecintd, relatia 3.19 devine:
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(X + X; + X, + mw?x, + mey, =0
Y+Y,+Y, +mw?y, —mex, =0

Z+Z,40+ 0 + 0 =0 ol X1, 2y 5.20)
Mow — LYy + g — Jyp® = 0 cu necunoscutele: XZ‘,EY2 .

Moy +1X; +]y,6 + Jrz0® =0
\ My,+ 0 + 0—J,e =0

Problema devine astfel determinata (sistem de 6 ecuatii cu 6 necunoscute).

Dacd rigidul este in repaos (w=0, £=0), atunci sistemul de ecuatii din (3.20) devine:

fX+X1+X2=0

Y+Y, +Y,=0
Z+27,=0
) Moy —1Y, =0 (3.21)
Mgy +1X; =0
L My, =0

iar problema de dinamica se transforma intr-o problema de statica.

1)

2)
3)

4)

5)

6)

Comentarii:

Cu ajutorul relatiilor (3.20) si (3.21) se determind reactiunile dinamice, respectiv cele
statice.

Se observad ca reactiunile dinamice sunt mai mari decat reactiunile statice.

Determinarea legii de miscare a rigidului se poate face utilizand ecuatia:
M
z
In tehnicd se pune problema ca reactiunile dinamice sa fie egale cu reactiunile
statice. Deci, termenii care contin o si ¢ trebuie sa fie nuli. Rezultd ca se indeplineste
Xc=yc=0
Xz :]yz =0

Se constatd ca punand conditia ca € = O, adica rotatia sa fie uniformd, aceasta nu

conditia necesard si suficientd atunci cand: (3.22)

conduce la reducerea reactiunilor astfel incat acestea sa fie egale cu cele statice;
este necesar ca si o = 0, dar atunci nu se mai poate numi miscare de rotatie a
rigidului. Prin urmare, conditia necesara si suficienta este data de relatia (3.22).

x¢ = yc = 0: centrul de masa al rigidului se gaseste pe axa de rotatie (corpul este
echilibrat static).

Jxz = Jyz = 0: una din axele reperului principal sa fie axa de rotatie (corpul este
echilibrat dinamic).

Problema propusa:

Sd se determine reactiunile dinamice in cazul cilindrului de raza r, masd m siindltime h, care

se roteste in jurul axei (A) cu viteza constanta.
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