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INTRODUCERE

Partea teoriei probabilititilor care vizeaza problemele de numaéarare este evident legata de
formarea unui mod de gandire logica, bazata pe deductii, cu vizibila legatura cu informatica.
Nu putine sunt situatiile cand elevii si/sau studentii nu reugesc si deprinda modul de gandire,
de rationament, pe care sa-1 aplice in rezolvarea unor asemenea probleme. A rezolva probleme
de numarare nu inseamna strict a aplica niste formule pentru cd nu asa formam algoritmi.
Exista evident un fundament matematic pe care il vom aplica, insi, mai inainte, trebuie sa-1
impachetam. Frumusetea acestui capitol consta in faptul ca, la final, dupa ce am dobandit
anumite competente, eu, viitorul absolvent voi putea sa-mi numér singur sansele de reusita
sau de insucces dintr-un experiment petrecut in viata mea. Este importanta regula conform
careia folosirea cuvantului ,sau” intr-un enunt de zi cu zi trebuie, matematic vorbind, sa ne
ducd cu gandul la operatia de reuniune de multimi/evenimente. Acelagi lucru atunci cand
vorbim de ,gi” care sugereazi ideea de intersectie de mul{imi/evenimente.

Pentru viitorii ingineri, nu este interesant aparatul matematic din spatele unei situatii
problemd, ci aplicarea acesteia in situatii practice. Este important si stiu sa-mi calculez
sansa de a nimeri un produs neconform (defect sau necorespunzitor din punct de vedere al
masei sau al ambalajului, sau etc) decét sa stiu exact formula pe care o folosesc. Nu trebuie
insa sa cadem nici in capcana necunoasterii teoriei matematice pentru ca atunci riscam sa
descoperim roata in conditiile in care ea existd de mii de ani. Este o frontiera fragila intre
teorie si practica si rolul profesorului de matematica este acela de a ambala frumos teoria
pentru a ajunge si apreciem rolul matematicii de a ne usura munca si viata de zi cu zi. Este
evident ca tehnologia actuald, avand la dispozitie aparatul matematic cunoscut, ne poate fi
de un real folos. Pentru viitorii economisti, ar fi util sa poata alcatui prognoze privind profitul
pe anul viitor, cunoscand marimea profitului pe ultimii 5 sau 10 ani. Cu cat datele pe care
le avem la dispozitie sunt intr-un volum mai mare, cu atat prognozele pe care le vom obtine
vor avea sanse mai mari si se realizeze. Lucrand insd cu volume mari de date, vom genera
costuri suplimentare pentru obtinerea prognozelor. Stabilirea volumului de date astfel incat
sa obtinem cele mai sigure prognoze, a fost si va ramane o provocare. Orice decizie trebuie
luata in cunostinta de cauza, bazata pe niste argumente. Rolul economistului, al inginerului
este acela de a modela datele conform unui model matematic cunoscut.

Actualmente, statistica apare in cam toate domeniile: sondaje, teoria deciziilor, biologie,
analiza populatiilor, vanzari, meteorologie (analiza inundatiilor, a precipitatiilor — vezi aici
teoria valorilor extreme), teoria stocurilor, curs valutar, economie, medicina. Insd, statistica
reprezinta aplicarea teoriei probabilitatilor in practicd. De aceea, lucrarea este impartita in
doud mari parti: teoria probabilitatilor si statisticd matematica.

Teoria probabilitatilor a aparut ca urmare a dorintei de a maximiza profitul in cadrul
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8 Introducere

jocurilor de noroc. Astfel, situatiile problema de pe masa de joc au ajuns spre a fi studiate
de catre savanti precum Pascal, Fermat, Huygens, Bernoulli, Laplace si altii. Dar, punerea
teoriei pe baze riguroase ii apartine lui Kolmogorov.

Interpretarea ,in medie” ii apartine statisticii. Pornind de la analiza elementelor individ-
uale ale unei colectivitati, observate din punct de vedere a uneia sau mai multor caracteris-
tici, statistica, reuseste prin metode specifice, care au in spate un intreg aparat matematic sa
obtina prognoze asupra aspectelor care ne intereseaza. Exista insa niste abateri de la medie,
in plus sau in minus. Ideal este ca ele sa fie cat mai mici. Exprimarea ,jin medie” nu trebuie
scoasd din context. Sa nu uitam faimoasa fraza a lui Bernard Shaw: ,Daca un om isi tine
capul intr-o sobd incinsa iar picioarele intr-un vas cu gheata, corpul sau are o temperaturda
medie idealda.”

Lucrarea poate fi utila elevilor si profesorilor din ciclul liceal (a se vedea capitolul de
probleme de numaérare) si viitorilor ingineri respectiv economisti.

Fiecare capitol are un sumar teoretic urmat de probleme rezolvate si in final de probleme
propuse.

Multumim pe aceasta cale intregului colectiv al Departamentului de Matematica si Infor-
matica al Facultatii de Matematica si Informatica din Universitatea Transilvania din Brasov,
domnilor prof. dr. Cristina Cismasiu, conf. dr. Eugen Paltanea si nu in ultimul rand d-
lui prof. dr. Gabriel V. Orman care au contribuit la formarea noastra didactica dar si de
cercetare din domeniul teoriei probabilitatilor si statisticii matematice.



CAPITOLUL 1
PROBLEME DE NUMARARE

1.1 Notiuni introductive

Fie A o multime finitd. Numarul elementelor lui A se numeste cardinalul lui A si se
noteazd Card A. Dacd A este vida, atunci ea nu are nici un element gi deci Card A = 0.
Pentru A si B multimi finite avem urmétoarele proprietiti:

1. Card (AU B) = Card A+ Card B — Card (AN B);
2. Card (AU B) = Card (A\B) + Card (B\A) + Card (AN B)
3. Card (A x B) = Card A - Card B

Propozitia 1.1.1

Fie A gi B finite, nevide. Atunci numarul functiilor f : A — B este egal cu m”, unde
m = Card B si n = Card A.

Propozitia 1.1.2

Daca A este finitd cu Card A = n,n € N, atunci multimea submultimilor lui A, notata
cu P(A) are 2" submultimi.

1.2 Principiul produsului

Fie Ay, As, ..., A, multimi finite cu k1, ko, ..., k, elemente, n € N,n > 2.
a) Atunci A; x As X ... X A, este multime finit4, iar

Card (A; x Ay x ... x A,) =Card A; - Card Ay -...-Card A,.

b) Daca ne intereseaza in cate moduri putem forma elemente de forma (aj,as,...,a,) €
Ap x Ay x ... x A, prin alegeri independente una de cealaltd, cele n elemente pot fi
alese in ky - ky - ... - k, moduri.



10 Probleme de numarare

1.3 Principiul includerii si al excluderii

Daca Ay, As, ..., A, sunt multimi finite, n € N,n > 2, atunci

Card (CJ Al) = Zn: Card (A;) — Y Card (A; N Aj)+

i=1 i<j

i<j<k i=1

Am reamintit ca numarul functiilor definite pe o multime finita A cu n elemente cu valori
intr-o multime finita B cu m elemente este m™.

Daca f : A — B, Card A = n; Card B = m, 0 < n < m, atunci numarul functiilor
injective este AX,

Daca m = n, numarul functiilor bijective f : A — B este nl.

Daca A si B sunt multimi finite nevide de numere reale cu Card A = n; Card B = m,
0 < n < m, atunci numaérul functiilor strict crescatoare f : A — B este C'". Acelasi lucru si
pentru numarul functiilor strict descrescatoare.

Reamintim cd numarul submultimilor cu k elemente ale unei multimi cu n elemente este
C* unde 0 < k < n fiind numere naturale, iar daca submul{imile sunt ordonate, atunci
numarul submultimilor cu &k elemente ale unei mul{imi cu n elemente este A*, 0 <n < k.

ko n!
Cn El(n — k)!
!
Ak o n.
to(n=k)
P, = k!

1.4 Probleme rezolvate
1. Fie f : A — B, Card A = 6 si numarul functiilor care respecta aceasta proprietate este
64. Aflati Card B, pentru A gi B finite.

Rezolvare:
Deoarece numarul functiilor f : A — B, Card A = m, Card B = n este n"" avem ca
n® = 64 = 25, Rezulta ca n = 2, adicd Card B = 2.

2. Determinati numérul functiilor f : {a, b, c,d} — {0, 1,2,3} pentru care f(a) = 0.

Rezolvare:
Avand in vedere cd f(a) este fixat in 0, celelalte 3 valori din domeniu pot lua oricare
din valorile din codomeniu, deci vom avea 43 functii.

3. Determinati numdarul functiilor f : {a,b,c,d} — {0, 1,2,3} pentru care f(a) = f(b).



