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INTRODUCERE

Partea teoriei probabilit µilor care vizeaz  problemele de num rare este evident legat  de
formarea unui mod de gândire logic , bazat  pe deducµii, cu vizibil  leg tur  cu informatica.
Nu puµine sunt situaµiile când elevii ³i/sau studenµii nu reu³esc s  deprind  modul de gândire,
de raµionament, pe care s -l aplice în rezolvarea unor asemenea probleme. A rezolva probleme
de num rare nu înseamn  strict a aplica nis

,
te formule pentru c  nu a³a form m algoritmi.

Exist  evident un fundament matematic pe care îl vom aplica, îns , mai înainte, trebuie s -l
împachet m. Frumuseµea acestui capitol const  în faptul c , la �nal, dup  ce am dobândit
anumite competenµe, eu, viitorul absolvent voi putea s -mi num r singur ³ansele de reu³it 
sau de insucces dintr-un experiment petrecut în viaµa mea. Este important  regula conform
c reia folosirea cuvântului �sau� într-un enunµ de zi cu zi trebuie, matematic vorbind, s  ne
duc  cu gândul la operaµia de reuniune de mulµimi/evenimente. Acela³i lucru atunci când
vorbim de �³i� care sugereaz  ideea de intersecµie de mulµimi/evenimente.

Pentru viitorii ingineri, nu este interesant aparatul matematic din spatele unei situaµii
problem , ci aplicarea acesteia în situaµii practice. Este important s  ³tiu s -mi calculez
³ansa de a nimeri un produs neconform (defect sau necorespunz tor din punct de vedere al
masei sau al ambalajului, sau etc) decât s  ³tiu exact formula pe care o folosesc. Nu trebuie
îns  s  c dem nici în capcana necunoa³terii teoriei matematice pentru c  atunci risc m s 
descoperim roata în condiµiile în care ea exist  de mii de ani. Este o frontier  fragil  între
teorie ³i practic  ³i rolul profesorului de matematic  este acela de a ambala frumos teoria
pentru a ajunge s  apreciem rolul matematicii de a ne u³ura munca ³i viaµa de zi cu zi. Este
evident c  tehnologia actual , având la dispozit

,
ie aparatul matematic cunoscut, ne poate �

de un real folos. Pentru viitorii economis
,
ti, ar � util s  poat  alc tui prognoze privind pro�tul

pe anul viitor, cunoscând m rimea pro�tului pe ultimii 5 sau 10 ani. Cu cât datele pe care
le avem la dispozit

,
ie sunt într-un volum mai mare, cu atât prognozele pe care le vom obt

,
ine

vor avea s
,
anse mai mari s  se realizeze. Lucrând îns  cu volume mari de date, vom genera

costuri suplimentare pentru obt
,
inerea prognozelor. Stabilirea volumului de date astfel încât

s  obt
,
inem cele mai sigure prognoze, a fost s

,
i va r mâne o provocare. Orice decizie trebuie

luat  în cunos
,
tint

,
  de cauz , bazat  pe nis

,
te argumente. Rolul economistului, al inginerului

este acela de a modela datele conform unui model matematic cunoscut.
Actualmente, statistica apare în cam toate domeniile: sondaje, teoria deciziilor, biologie,

analiza populat
,
iilor, vânz ri, meteorologie (analiza inundat

,
iilor, a precipitat

,
iilor → vezi aici

teoria valorilor extreme), teoria stocurilor, curs valutar, economie, medicin . Îns , statistica
reprezint  aplicarea teoriei probabilit t

,
ilor în practic . De aceea, lucrarea este împ rt

,
it  în

dou  mari p rt
,
i: teoria probabilit t

,
ilor s

,
i statistic  matematic .

Teoria probabilit t
,
ilor a ap rut ca urmare a dorint

,
ei de a maximiza pro�tul în cadrul

7



8 Introducere

jocurilor de noroc. Astfel, situat
,
iile problem  de pe masa de joc au ajuns spre a � studiate

de c tre savant
,
i precum Pascal, Fermat, Huygens, Bernoulli, Laplace s

,
i alt

,
ii. Dar, punerea

teoriei pe baze riguroase îi apart
,
ine lui Kolmogorov.

Interpretarea �în medie� îi apart
,
ine statisticii. Pornind de la analiza elementelor individ-

uale ale unei colectivit t
,
i, observate din punct de vedere a uneia sau mai multor caracteris-

tici, statistica, reus
,
es

,
te prin metode speci�ce, care au în spate un întreg aparat matematic s 

obt
,
in  prognoze asupra aspectelor care ne intereseaz . Exist  îns  nis

,
te abateri de la medie,

în plus sau în minus. Ideal este ca ele s  �e cât mai mici. Exprimarea �în medie� nu trebuie
scoas  din context. S  nu uit m faimoasa fraz  a lui Bernard Shaw: �Dac  un om îs

,
i t

,
ine

capul într-o sob  încins  iar picioarele într-un vas cu gheat
,
 , corpul s u are o temperatur 

medie ideal .�
Lucrarea poate � util  elevilor s

,
i profesorilor din ciclul liceal (a se vedea capitolul de

probleme de num rare) s
,
i viitorilor ingineri respectiv economis

,
ti.

Fiecare capitol are un sumar teoretic urmat de probleme rezolvate s
,
i în �nal de probleme

propuse.
Mult

,
umim pe aceast  cale întregului colectiv al Departamentului de Matematic  s

,
i Infor-

matic  al Facult t
,
ii de Matematic  s

,
i Informatic  din Universitatea Transilvania din Bras

,
ov,

domnilor prof. dr. Cristina Cismas
,
iu, conf. dr. Eugen P ltânea s

,
i nu în ultimul rând d-

lui prof. dr. Gabriel V. Orman care au contribuit la formarea noastr  didactic  dar s
,
i de

cercetare din domeniul teoriei probabilitat
,
ilor s

,
i statisticii matematice.



CAPITOLUL 1

PROBLEME DE NUM�RARE

1.1 Noµiuni introductive

Fie A o mulµime �nit . Num rul elementelor lui A se nume³te cardinalul lui A ³i se
noteaz  Card A. Dac  A este vid , atunci ea nu are nici un element ³i deci Card A = 0.

Pentru A ³i B mulµimi �nite avem urm toarele propriet µi:

1. Card (A ∪B) = Card A+ Card B − Card (A ∩B);

2. Card (A ∪B) = Card (A\B) + Card (B\A) + Card (A ∩B)

3. Card (A×B) = Card A · Card B

Propoziµia 1.1.1

Fie A ³i B �nite, nevide. Atunci num rul funcµiilor f : A → B este egal cu mn, unde
m = Card B ³i n = Card A.

Propoziµia 1.1.2

Dac  A este �nit  cu Card A = n, n ∈ N, atunci mulµimea submulµimilor lui A, notat 
cu P(A) are 2n submulµimi.

1.2 Principiul produsului

Fie A1, A2, . . . , An mulµimi �nite cu k1, k2, . . . , kn elemente, n ∈ N, n ≥ 2.

a) Atunci A1 × A2 × . . .× An este mulµime �nit , iar

Card (A1 × A2 × . . .× An) = Card A1 · Card A2 · . . . · Card An.

b) Dac  ne intereseaz  în câte moduri putem forma elemente de forma (a1, a2, . . . , an) ∈
A1 × A2 × . . . × An prin alegeri independente una de cealalt , cele n elemente pot �
alese în k1 · k2 · . . . · kn moduri.

9



10 Probleme de num rare

1.3 Principiul includerii ³i al excluderii

Dac  A1, A2, . . . , An sunt mulµimi �nite, n ∈ N, n ≥ 2, atunci

Card

(
n⋃

i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

Card (Ai)−
∑
i<j

Card (Ai ∩ Aj)+

+
∑
i<j<k

Card (Ai ∩ Aj ∩ Ak)− . . .+ (−1)n−1Card

(
n⋂

i=1

Ai

)

Am reamintit c  num rul funcµiilor de�nite pe o mulµime �nit  A cu n elemente cu valori
într-o mulµime �nit  B cu m elemente este mn.

Dac  f : A → B, Card A = n; Card B = m, 0 < n < m, atunci num rul funcµiilor
injective este Ak

n.
Dac  m = n, num rul funcµiilor bijective f : A → B este n!.
Dac  A ³i B sunt mulµimi �nite nevide de numere reale cu Card A = n; Card B = m,

0 < n < m, atunci num rul funcµiilor strict cresc toare f : A → B este Cm
n . Acela³i lucru ³i

pentru num rul funcµiilor strict descresc toare.
Reamintim c  num rul submulµimilor cu k elemente ale unei mulµimi cu n elemente este

Ck
n, unde 0 ≤ k ≤ n �ind numere naturale, iar dac  submulµimile sunt ordonate, atunci

num rul submulµimilor cu k elemente ale unei mulµimi cu n elemente este Ak
n, 0 ≤ n ≤ k.

Ck
n =

n!

k!(n− k)!

Ak
n =

n!

(n− k)!

Pk = k!

1.4 Probleme rezolvate

1. Fie f : A → B, Card A = 6 ³i num rul funcµiilor care respect  aceast  proprietate este
64. A�aµi Card B, pentru A ³i B �nite.

Rezolvare:
Deoarece num rul funcµiilor f : A → B, Card A = m, Card B = n este nm avem c 
n6 = 64 = 26. Rezult  c  n = 2, adic  Card B = 2.

2. Determinaµi num rul funcµiilor f : {a, b, c, d} → {0, 1, 2, 3} pentru care f(a) = 0.

Rezolvare:
Având în vedere c  f(a) este �xat în 0, celelalte 3 valori din domeniu pot lua oricare
din valorile din codomeniu, deci vom avea 43 funcµii.

3. Determinaµi num rul funcµiilor f : {a, b, c, d} → {0, 1, 2, 3} pentru care f(a) = f(b).


