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Cuvantinainte

Prelucrarea digitala a semnalelor sta la baza nenumaratelor tehnologii curente care
definesc viata noastra de zi cu zi, de la telefoane mobile, prin dispozitive biomedicale
si componentele autovehiculelor, pana la sisteme de comunicatii, toate recurg intr-
un fel sau altul la prelucrarea semnalelor. Provenind din niste conceptii matematice
abstracte, bazate pe analiza Fourier, calcul operational si sisteme de ecuatii liniare,
din secolele XVII-XVIII, mult inaintea descoperirii electromagnetismului, prelucrarea
semnalelor a devenit cat se poate de practica in tehnologia electronica moderna.

Odata cu raspandirea calculatoarelor electronice, si prelucrarea semnalelor a fost
supusa unei transformari radicale de la continuu la discret, de la analiza semnalelor
din lumea analogica la reprezentarea digitala si prelucrarea in calculator. Mai ales
dupa inventarea transformatei Fourier rapide si a microprocesoarelor din ce in ce mai
puternice, prelucrarea digitala a semnalelor a devenit mult mai facila decat prelucrarea
analogicd. Sistemele cu calculator incorporat care interactioneaza cu semnalele ana-
logice din lumea reala prin discretizarea lor si prelucrarea in interiorul procesorului
sunt acum mult mai ieftine, mult mai mici si mult mai usor de dezvoltat (prin pris-
ma implementarii, testarii si depanarii unor algoritmi software) decat corespondentul
analogic.

In lumea digitald de ast#zi, folosirea tehnicilor de prelucrare digitald a semnalelor a
devenit indispensabila. Orice sistem electronic care interactioneaza cu lumea reald are
nevoie de aceste tehnici, fie ca vorbim despre achizitia datelor, prelucrarea si controlul
in timp real, Imbunatatirea semnalelor audio/video sau comunicatii radio. De aceea,
Prelucrarea Digitala a Semnalelor, ca disciplina de sine statatoare, face parte din orice
curricula educationala in domeniul Inginerie Electronica si Telecomunicatii.

Acest Indrumar se adreseaza in primul rand studentilor de la programele de studii
din acest domeniu, Electronica Aplicata si Tehnologii si Sisteme de Telecomunicatii,
dar si din domeniile conexe, de exemplu, Calculatoare, Tehnologia Informatiei, Ingine-
rie Electrica, etc. La programele de studii Electronica Aplicata, respectiv Tehnologii
si Sisteme de Telecomunicatii din cadrul Facultatii de Inginerie Electrica si Stiinta
Calculatoarelor a Universitatii Transilvania din Brasov, disciplina Prelucrarea Digitala
a Semnalelor este o disciplina impusa in anul 3 de studii si urmareste familiarizarea
studentilor cu sisteme discrete liniare si invariante in timp, cu reprezentarea discreta a
semnalelor In timp si in spectru, cu filtre digitale FIR si IIR, si nu in ultimul rand cu
diferite aplicatii practice ale acestor operatii.



Indrumarul este o reeditare a vechiului indrumar din anul 2009, continutul fiind
adaptat la schimbarile din planul de Invatamant petrecute Intre timp. Cea mai im-
portanta diferentd in planul de Invatamant este ca studentii de anul 3 sunt deja fami-
liarizati cu notiunile introductive de prelucrare digitala a semnalelor prin intermediul
laboratorului aferent cursului de Prelucrare a Semnalelor, curs care urmareste mai ales
fundamentele matematice ale prelucrarii semnalelor, dar in cadrul laboratorului se fo-
loseste calculatorul pentru a rezolva aceste probleme. Astfel, cei care parcurg acest
indrumar sunt deja familiarizati cu Matlab si/sau Octave, toolul care este folosit si
in cadrul acestui Indrumar pentru implementarea algoritmilor de prelucrare digitala a
semnalelor studiati.

Indrumarul poate fi impartit in doud parti: prima parte contine notiunile de baza,
iar a doua parte niste aplicatii mai practice. In prima parte sunt prezentate aspectele
particulare ce tin de prelucrarea in digital, discretizarea semnalelor si reprezentarea lor
pe calculator, transformata Fourier discreta si transformata z, implementarea rapida a
transformatei Fourier, respectiv proiectarea si implementarea filtrelor digitale. Accen-
tul este pus pe problemele specifice introduse de prelucrarea digitala, compromisurile
pe care trebuie sa le ia inginerii si diferentele principale fata de prelucrarea analogica.

A doua parte a indrumarului se concentreaza asupra unor aplicatii practice. Sunt
prezentate aplicatii pentru semnale DTMF, semnale audio si analiza spatio-temporala
a semnalelor. Acestea au ca scop oferirea unui fundament pentru viitoarele discipline
de specialitate in care se vor aprofunda studentii de inginerie electronica si telecomuni-
catii. Studentii pot folosi aceste fundamente pentru a aprofunda mai bine in materiile
Telefonie, Sisteme multimedia, Radiocomunicatii, Sisteme Incorporate si nu numai.
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Lucrarea 1

Reprezentarea semnalelor in Matlab

1.1. Semnale analogice si prelucrarea digitala

Semnalele analogice sunt semnale continue ce pot fi reprezentate din punct de vedere
matematic ca functii reale continue in timp. Pentru a putea prelucra un semnal cu
ajutorul unui calculator — indiferent ca se foloseste un procesor de uz general sau un
procesor dedicat prelucrarilor de semnal (DSP — Digital Signal Processor) — semnalele
continue trebuie discretizate intr-un format potrivit pentru reprezentarea numerica
dintr-un procesor.

Semnalul discretizat este reprezentat ca o secventa finita de numere cu valori dis-
crete. Pentru conversia unui semnal analogic intr-un semnal digital se foloseste un
convertor analog-digital (ADC), care realizeaza doud operatii fundamentale: discre-
tizare in timp, adica esantionare si discretizare In amplitudine, adica cuantizare.
Convertorul analog-digital, prezentat pe figura 1.1, este alcatuit dintr-un circuit de
esantionare-memorare (SH - Sample and Hold), care preleva semnalul de la intrare la
momente discrete de timp si memoreaza valoarea pe parcursul conversiei pana la ur-
matoarea esantionare si un circuit de cuantizare care converteste tensiunea analogica
de la intrare intr-un numar binar pe N biti.

%
f s % Cuantizare

Figura 1.1. Discretizarea semnalelor analogice
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Esantionarea

Esantionarea reprezinta discretizarea In timp a unui semnal continuu si este realiza-
ta prin prelevarea amplitudinii semnalului la momente discrete de timp, asa cum e
demonstrat pe figura 1.2.

A
A z[2T
z[T]_ e, _x[3T]
of T 21 37 iFf 5 o T ST

Figura 1.2. Esantionarea unui semnal sinusoidal

Rezultatul esantionarii uniforme a semnalului continuu z(¢) este un sir de esantioane
x[nT], unde T este intervalul de timp intre doua esantioane si se numeste perioada de
esantionare.

Frecventa de esantionare f, = % reprezinta frecventa cu care sunt prelevate
esantioanele semnalului analogic. Se mai numeste si rata esantionarii.

Conform teoremei esantionarii, un semnal poate fi refacut complet din esantioanele
sale, daca este satisfacut criteriul Nyquist si anume frecventa de esantionare este cel
putin dublul frecventei maxime f,, din spectrul semnalului:

fs =2 fn (1.1)

Bineinteles, spectrul semnalului trebuie sa fie marginit, de forma celui din figura 1.3, ca
sa putem considera frecventa maxima. Alegerea frecventei de esantionare este detaliata
mai mult la lucrarea 7.

A

"m0 o

Figura 1.3. Spectrul unui semnal mdrginit



1.1. SEMNALE ANALOGICE SI PRELUCRAREA DIGITALA

Reprezentarea semnalului esantionat in Matlab poate fi facuta sub forma unui vec-
tor, a carui elemente sunt esantioanele semnalului x[n] prelevate la momentele de timp
date de frecventa de esantionare. Informatia despre frecventa de esantionare in sine
insa nu este stocata in niciun fel in acest vector.

Daca avem un semnal sinusoidal de forma Asin(27 fyt) si esantionam la frecventa
de esantionare f; = 8f; obtinem esantioanele [0, %, A, \%, 0, —\%, —A, —\%, 0], similar
cu semnalul esantionat de pe figura 1.2. Exact acelasi vector de esantionare obtinem
insa si atunci cand esantionam un alt semnal sinusoidal cu frecventa f; daca alegem
corespunzator si o alta frecventa de esantionare f. = 8f;.

Acest lucru Inseamna ca prelucrarea digitala a semnalelor se poate realiza prin niste
operatii matematice asupra unor vectori, cu conditia ca la operatiile care fac referire la
frecventa sau perioada semnalului, trebuie sa stim, pe langa valorile esantioanelor din
vector, si frecventa de esantionare folosita pentru obtinerea acelui vector. De multe
ori, pentru operatiile asupra vectorilor este suficient si folosirea unor frecvente relative,
in care componentele de frecventa le exprimam adimensional raportat la jumatatea
frecventei de esantionare (frecventa Nyquist) indiferent de care ar fi aceasta.

De exemplu, considerand un semnal sinusoidal cu frecventa de 1000 Hz si amplitu-
dinea de 1V, pe o durata de 1ms si folosind frecventa de esantionare de 8kHz vom
obtine urmatoarele esantioane:

» fs = g
»

dt = 3
» t = : 1/fs @ dt;
f o
A
S

frecventa de esantionare

durata semnalulutl esantionat

momentele de timp de prelevare a semnalulut
frecventa semnaluluti

; amplitudinea semnaluluti

A * sin (2 * pt * f * t); % esantioanele semnaluluti

»

)

o® o° o° of o°

»

»

afisand valorile in linia de comanda:

» S

Exact acelasi vector obtinem si atunci cand specificam un semnal cu o frecventa
relativa (% din frecventa de esantionare, fara a preciza insa valorile absolute ale acestor
frecvente):

» sin(2 * pl * 1/8 * (0:8))

ans =

Reprezentarea vizuald a semnalului (figura 1.4) se poate obtine cu coman-
da:
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» stem(t, s)

1
05| |
= 0
<
05| §
_1 | |
0 0.00025  0.0005  0.00075 0.001

t [s]

Figura 1.4. 9 esantioane dintr-un semnal sinusoidal de 1kHz esantionat la 8§ kHz

Cuantizarea

Cuantizarea reprezinta discretizarea in amplitudine a valorilor esantioanelor. Aceasta
inseamna inlocuirea valorilor esantioanelor cu o valoare apropiata dintr-un set finit de
valori posibile, numite nivele de cuantizare. Putem descrie cuantizarea cu o functie:

y < ¢, pentru d; < x < d;q (1.2)

unde qq...gn_1 sunt nivelele de cuantizare, iar dy...dy sunt nivelele de decizie sau
praguri de cuantizare, dispuse intre nivelele de cuantizare vecine.

De cele multe ori nivelele de cuantizare sunt distribuite uniform Intre doua nivele
de amplitudine (minim si maxim) cu praguri exact la mijloc intre doua nivele de cuan-
tizare. In acest caz, numit cuantizare uniforms, diferenta intre oricare doua nivele de
cuantizare vecine ¢ = ¢;41 — ¢; este aceeasi si se numeste pas de cuantizare sau cuanta.
Astfel, vom avea:

A A
_ max min 13
=7 N (13)
qi = Amm + q i, 1= 0, N 14)
q q
d; = q; — 3 diy1 = q; + 3 (1.5)

Aceasta cuantizare uniforma poate fi descrisa cu o functie reprezentata grafic pe figu-
ra 1.5.
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>
>

4di _—

Y
8

di di+1

Figura 1.5. Functie de cuantizare uniforma

Cuantizarea uniforma corespunde unei operatii de rotunjire a semnalului de intrare
catre cel mai apropiat nivel de cuantizare.

Urmatorul exemplu arata cuantizarea unui semnal sinusoidal pe 17 nivele de cuan-
tizare distribuite uniform pe intervalul +1V:

» t 2*xpix(0:255)/256;
» s = sin(t);

» q = round(s*8)/8;

» plot(t,s,t,q, )
axis([0,2*pi,-1,1])

~

A
v

Graficul rezultat se vede pe figura 1.6.

1
——semnal de intrare
- semnal cuantizat
0 -
71 |
0 ™ 2

Figura 1.6. Semnal sinusoidal cuantizat
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Pentru realizarea operatiei de cuantizare se foloseste convertorul analog-digital
(ADC). Din motive practice si pentru simplitatea implementarii, aceasta convertes-
te tensiunea analogica de la intrare intr-un numar intreg binar, reprezentat pe un
numar intreg de biti. Astfel numarul nivelelor de cuantizare va fi intotdeauna de forma
2", unde n este numarul de biti folositi pentru reprezentare. Valoarea convertita se
regaseste in intervalul 0...2" — 1 in cazul conversiei unipolare si —2"~'.. . 2"~ — 1
in cazul conversiei bipolare. Se poate vedea ca capetele intervalului de conversie sunt
incomplete pentru a putea reprezenta si valoarea 0. De aceea de obicei convertoarele
analog-digitale definesc intervalul de amplitudine intre A,,;, $i Ayee — 1LSB. Aceasta
introduce o mica eroare de neliniaritate in conversie.

Impactul major asupra prelucrarii semnalelor in cazul cuantizarii este cauzat de
faptul ca functia de rotunjire cu care opereaza conversia nu este bijectiva. Din aceasta
cauza, semnalul original nu mai poate fi refacut dupa cuantizare, rezultand in prezenta
unei erori in semnalul cuantizat:

e = [zg[n] — ,[n]] (1.6)

unde z, este semnalul analogic esantionat, iar x, este semnalul cuantizat.

Eroarea aceasta se asimileaza unui zgomot aditiv introdus asupra semnalului ori-
ginal si se numeste zgomot de cuantizare. Zgomotul de cuantizare pentru semnalul
sinusoidal din exemplul precedent este prezentat pe figura 1.7.

0.05 1

—0.05 1+ H

|
0 Q0 21

Figura 1.7. Zgomotul de cuantizare

Pentru caracterizarea acestui zgomot, se foloseste raportul semnal-zgomot sau SNR
(signal-to-noise ratio). Acesta este definit ca raportul intre valoarea efectiva a semna-
lului si valoarea efectiva a zgomotului, si este de obicei exprimat in dB:

SNR = 20-1gM (1.7)

efzgomot

Valoarea efectiva a semnalului este definita ca media patratica a semnalului si se
mai noteaza si cu RMS (root-mean-square). Aceasta se calculeaza cu formula:

V= \/é/o 2(t) dt (1.8)
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sau 1n cazul unui semnal discretizat:

(1.9)

Considerand semnalul sinusoidal cu amplitudinea A pe durata unei perioade intregi,
valoarea efectiva a semnalului rezulta in:

I A2 [?" 1 — cos?2
Vefsemnad: \/—/ (ASIHSL’)2dl’: \/—/ ﬂdl‘:
2m Jo 2m J, 2
2 T\ AT A
o) Vor2 2

A? [2]77 sin2ax
21\ 2|, 4

Pentru caracterizarea valorii efective a zgomotului putem considera valoarea efectiva
a diferentelor fata de nivelul de cuantizare intre fiecare prag de cuantizare. Considerand
un convertor analog-digital bipolar si cuantizare uniforma pe n biti, vom avea N = 2"
nivele de cuantizare distribuite pe intervalul —A, A. Aceasta rezulta in valoarea unei
cuante g = % si nivelele de cuantizare g; respectiv pragurile de cuantizare d; si d; 41
definite anterior. Din aceste valori rezulta valoarea efectiva a zgomotului:

(1.10)

N-1 ,q. N-1 dj+1
1 J+1 1 1
Vi = 53 3= | (w=afdo= |52 3 sw-ap| =
\ 2A =4 2A = 3 .

1Nfl1 5 5 11Nfl q3 q3
:\ﬂz:;g[(dj-&-l—Qj) —(dj—q)’] = 543 (5) —<—§> =
11 ¢\ (11 AP 1 A2 A ¢
_\/ﬂﬁ'N'Q'(é) W/z;”(w) V3 M T NG o
1.11)

Raportul semnal-zgomot rezultat pentru acest semnal va fi:

% V3
SNR =20 -lg Y2 =20 -1g2" Y= ~ 6,02 - n + 1,76 (1.12)

NV3 \/§

Din aceasta relatie putem observa ca zgomotul de cuantizare nu depinde de ca-
racteristicile proprii ale semnalului (amplitudine si frecventa), nici de frecventa de
esantionare, ci doar de numarul de biti folositi la cuantizarea semnalului.
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1.2. Exercitii

1. Reprezentati grafic 1024 de esantioane ale unui semnal alcatuit din 2 sinusoide
(una de frecventa de 220 Hz si amplitudinea de 0.5V, iar cealalta de frecventa de
50 Hz si amplitudinea de 0.4V, defazat fata de primul cu 7) folosind o frecventa
de esantionare de 8 kHz.

2. Cuantizati acest semnal pe 8 respectiv, 16 biti, reprezentati semnalul cuantizat
alaturi de zgomotul de cuantizare si calculati media patratica a zgomotului si
raportul semnal-zgomot.



Lucrarea 2

Analiza spectrala a semnalelor

Spectrul semnalelor sau densitatea spectrala de putere a unei functii z(¢) reprezentand
semnalul fizic este o reprezentare a distributiei puterii in componente cu frecvente
discrete sau continue pe un interval de frecvente. Conform analizei Fourier, orice semnal
fizic poate fi descompus intr-un numar de sinusoide cu frecvente distincte (discrete sau
continue pe un interval). Pentru analiza semnalelor, puterea acestor sinusoide poate fi
reprezentatd grafic in functie de frecventele lor.

Prin analiza spectrala putem identifica vizual componentele sinusoidale principale
care alcatuiesc semnalul. Pe figura 2.1 se poate vedea o captura de ecran de pe un
analizor spectral Tektronix SA2600, care arata banda radio FM (88-108 MHz). Se
pot observa componentele spectrale asociate unor posturi radio prezente in zona de

masurare

Ref Level || -30 dBrn

suttevel| 4| span: 20000000+ b || Freg||

100,700000 MHz
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Figura 2.1. Ecranul unui analizor spectral vizualizand banda radio FM



2. ANALIZA SPECTRALA A SEMNALELOR

2.1. Transformata Fourier Discreta

Pentru a calcula spectrului unui semnal se foloseste transformata Fourier definita prin

ecuatia:
+oo

X(w) = /x(t)ewdt (2.1)

Functia x(t), care defineste semnalul analizat, trebuie sa fie integrabila in modul,
adica integrala modulului functiei sa existe si sa fie finita:

Lﬂﬂﬂﬁ<a> (2.2)

Pentru a calcula integrala (mai ales in cazul functiilor periodice) putem considera
rezultatul ca fiind o functie de distributie, inclusiv impulsuri Dirac. De exemplu, pentru
un semnal cosinusoidal z(t) = cos(wpt) vom avea transformata Fourier:

+o0o
X(w) = /cos(wot)ejmdt
+oo ot Jwot
wo —jwo )
= / {—e te }eﬂmdt
2
i
— 5/ [ejwote’j“the’jwote*jwq dt (2.3)
+oo +o0
_! /e‘j(w_“’O)tdt+/e‘j(“WO)t dt
2

:%pﬂw—w@+%ﬂw+mﬂ

= md(w — wp) + 7 (w + wp)

ceea ce se prezinta grafic (figura 2.2) ca doua impulsuri Dirac asezate pe frecventa
proprie a sinusoidei (wp) si pe frecventa imaginara (—wp). Trebuie notat faptul ca
transformata Fourier este definita pe functii complexe, rezultand aparitia unor frecvente
imaginare (frecvente negative) in domeniul transformat. In cazul unor semnale reale
in timp, componentele imaginare din domeniul transformat vor fi exact o imagine in
oglinda a componentelor reale.

Este de remarcat si faptul ca, de obicei, daca vorbim despre spectru, ne referim la
spectrul de magnitudine a semnalului. Dat fiind faptul ca rezultatul transformarii este

10



2.1. TRANSFORMATA FOURIER DISCRETA

A
A 7r(5(w + CU()) A 7r(5(w — WO)
A A
> 1
0
> W

—Wp 0 Wo

a b

Figura 2.2. Semnal cosinusoidal a si spectrul Fourier b

o functie complexa, aceasta poate fi definita in forma polara (ec. 2.4) cu magnitudinea
si faza spectrala data de modulul (|X (w)]) si argumentul (f(w)) sinusoidelor complexe
in care este descompus semnalul.

X(w) = X (w)]e” (2.4)

Transformata Fourier este o operatie reversibila, semnalul original poate fi calculat
din spectrul sau prin transformata Fourier inversa:

() = % / X (w)e 7t (2.5)

Calcularea spectrului Fourier folosind un calculator presupune discretizarea opera-
tiei de transformare. Astfel, daca semnalul in timp este un semnal esantionat, vom
avea transformata Fourier de timp discret (DTFT — Discrete Time Fourier Transform)

de forma:
o0

X(e™)= Y znje " (2.6)

n=—oo

Discretizand operatia DTFT si in domeniul transformat obtinem transformata Fo-
urier discreta (DFT — Discrete Fourier Transform) de forma:

=

kn

= z[n]e 7N =0,N—-1 (2.7)

n

X[k] = X (&)

w:27r%

I
o

Transformata Fourier inversa poate fi discretizata la fel, obtinand transformata
Fourier discreta inversa (IDFT — Inversed Discrete Fourier Transform):

tln) = X[ke®™ ¥, n=0N—-1 (2.8)
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2. ANALIZA SPECTRALA A SEMNALELOR

In mod uzual, pentru realizarea acestor operatii pe un calculator, se foloseste algo-
ritmul rapid de calcul al transformatei Fourier (FFT - Fast Fourier Transform) respectiv
a transformatei inverse (IFFT - Inverse Fast Fourier Transform) discutat in detaliu in
Lucrarea 3. Astfel, pentru a calcula spectrul unui semnal in Matlab, vom folosi functia
fft, iar pentru operatia inversa functia i1fft.

De exemplu, pornind de la un semnal sinusoidal:

» T / : / 2
» X = sin(2*pi*500*t);

putem calcula transformata Fourier discreta cu comanda:
» X = fft(x);

Deoarece transformata Fourier este definita in domeniul complex, chiar daca avem
un semnal real la intrare, semnalul din domeniul transformat va fi alcatuit din valori
complexe. Aceste valori nu pot fi afisate direct pe un grafic bidimensional, trebuie
afisata separat partea reala si partea imaginara, asa cum se vede pe figura 2.3.

Partea reala Partea imaginara

512 . 512 ]

Amplitudine
=)
Amplitudine
(=)

—512 |- = —512 1

—500 500 —500 500

Frecventa [Hz] Frecventa [Hz]

Figura 2.3. Spectrul Fourier a unui semnal sinusoidal de 500Hz (partea reald si partea

imaginara)

Interpretarea acestora poate sa prezinte o problema insa, energia semnalului
regasindu-se in componenta reala sau imaginara in functie de faza sinusoidei. De ace-
ea, o abordare mai buna este folosirea formei trigonometrice a valorilor complexe, care
ofera direct informatia despre amplitudinea (prin modulul numarului complex) respec-
tiv faza (prin argumentul numarului complex) a sinusoidelor care alcatuiesc semnalul
analizat. Modulul unui numar complex se poate calcula cu functia abs, iar argumentul
cu functia angle. Aceasta din urma rezulta in faza definita in intervalul £ si poate
suferi de salturi vizuale la trecerile langa 7, de aceea, de multe ori e de preferat sa fie
desfasurat Intr-o functie continua prin unwrap.

12



2.1. TRANSFORMATA FOURIER DISCRETA

Asadar putem afisa spectrul semnalului obtinut mai sus prin:

» W o= : / : * / ;
» subplot(2,1,1),plot(w,abs(X)),subplot(2,1,2),plot(w,unwrap(angle(X)));

Graficul rezultat din aceste comenzi este prezentat in Figura 2.4.

Magnitudine
600 T T T
— 400 |- 1
=
a 200 |- 1
0 | | | | | | |
0 1,000 2,000 3,000 4,000 5,000 6,000 7,000 8,000
f
Faza
600 T
400 - -
=
£y
200 |- 1

| | | | | | |
0 1,000 2,000 3,000 4,000 5,000 6,000 7,000 8,000
f

Figura 2.4. Magnitudinea si faza spectrala a unui semnal sinusoidal de 500 Hz

Trebuie sa notam doua aspecte particulare ce rezulta din modul de implementare
a transformatei Fourier rapide din Matlab:

« Spectrul semnalului calculat contine acelasi numar de elemente ca numarul de
esantioane din semnalul original organizat in felul urmator: prima jumatate a
componentelor spectrale indica spectrul frecventelor intre 0 si jumatatea frec-
ventei de esantionare (spectrul real), iar celelalte componente indica spectrul
frecventelor negative (spectrul imaginar). In cazul semnalelor reale in domeniul
timp, spectrul imaginar va fi o imagine in oglinda a spectrului real.

« Datorita naturii integrative a transformatei, magnitudinea spectrala calculata se
scaleaza cu numarul de esantioane. Transformata inversa (1fft) are grija de acest
aspect prin aplicarea unei normalizari cu % Daca vream sa afisam magnitudinile
spectrale in asa fel incat sa redea amplitudinile componentelor, atunci trebuie sa
facem manual normalizarea.

13



2. ANALIZA SPECTRALA A SEMNALELOR

In cazul primului aspect putem aplica functia fftshift pentru a realinia spectrul
astfel Incat componentele de frecventa negativa sa fie afisate inaintea componentelor
de frecventa pozitiva:

» w = (- : ) * /
» plot(w,fftshift(abs(X)));

Aceasta rezulta in figura 2.5.

600

400 - N

X (N

200 |- N

O | | | | | |
—4,000 —3,000 —2,000 —1,000 0O 1,000 2,000 3,000 4,000
f

Figura 2.5. Spectrul semnalului realiniat

Avand 1n vedere ca In mod normal lucram cu semnale reale, a caror spectru imagi-
nar este exact imaginea in oglinda a spectrului real, de multe ori nici nu ne intereseaza
afisarea spectrului imaginar. Urmatorul cod afiseaza doar spectrul real al semnalu-
lui:

»w = (0 : ) % / ;
» plot(w,abs(X)(1: ).*[1 repmat(2,1, )1/ );

In acest exemplu am realizat si normalizarea spectrului astfel incat componentele de
magnitudine sa aiba aceeasi amplitudine ca si componentele semnalului In timp. Re-
zultatul se gaseste pe figura 2.6.

0.4 |
0.2 - |

X (N

| | |
0 500 1,000 1,500 2,000 2,500 3,000 3,500 4,000
/

Figura 2.6. Spectrul real a unei sinusoide de 500 Hz
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2.1. TRANSFORMATA FOURIER DISCRETA

Normalizarea se face cu % in cazul componentei continue, celelalte componente insa,
datorita faptului ca energia lor este impartita intre componenta reala si componenta
imagine, au nevoie de un factor de normalizare % pentru a afisa componenta reala la
amplitudinea originala.

Mai exista o problema de reprezentare a spectrului datorata naturii discrete a trans-
formatei. Daca incercam sa afisam spectrul unui semnal sinusoidal de exemplu de
543 Hz:

» t = 1/ : / ;

» X = sin(2*pix *t);

» W = : / 3 * / H

» plot(w,abs(fft(x))/ ); axis([ 1);

putem observa un grafic (figura 2.7a) care prezinta o distributie normala in loc de
impuls Dirac. Folosind functia stem in loc de plot putem intelege mai bine (figu-
ra 2.7b).

» stem(w,abs(fft(x))/ ); axis([ 1);
1 1
N o O©
= =
ol ol
0 | | [ 0??TT TT??
400 500 543 600 700 SRR RRELE YR YR
o4 om0 0w o J o A0
f Sm“fcoo.o“?m"?oo@.
2587853 ES5B
(a) plot
f
(b) stem

Figura 2.7. Spectrul unei sinusoide de 543 Hz in doud moduri de afisare

Din figura putem observa ca in loc de componenta de 543 Hz, doua componente
mai mari la 539.0625 Hz si la 546.875 Hz si un numar de componente laterale din ce in
ce mai mici.

Motivul pentru aceasta dispersie a puterii spectrale este fenomenul numit scurgere
spectrala. Aceasta se datoreaza unei ferestruiri ascunse in esantioanele semnalului folo-
site pentru calculul transformatei. Practic, transformata Fourier discreta este calculata
de-a lungul unui numar finit de esantioane, tot restul semnalului fiind considerat 0.

15



2. ANALIZA SPECTRALA A SEMNALELOR

Avand N esantioane si o frecventa de esantionare fs practic rezulta intr-o fereastra
de lungime fﬂ Daca socotim transformata Fourier a acestuia, rezulta intr-o functie de
S
tip sinus cardinal:

N
j ; —i2nff 1 —2jsin(mfX)e ™
X(f) = /Q?(t)ejzﬂftdt:/eﬂﬂ'ft _ € ' _ ( : fs) -
- 0 —jenf —i2nf
sin(rf ) N g
—~ 7€ s (2.9)
Wfﬁ fs
sau daca ne uitam doar la magnitudine
N . N
X()] = F [sine(rf ) (2.10)

Functia rezultata poate fi vizualizata pe figura 2.8. Se poate observa ca semiperioada
functiei de sinus cardinal (trecerile prin 0) cade pe multipli lui %

[ X (/)]

A

Is
<N

Figura 2.8. Magnitudinea spectrala a unei ferestre rectangulare

Rezultatul ferestruirii unui semnal in domeniul timp este o convolutie in domeniul
spectral intre componentele spectrale ale semnalului si acest sinus cardinal, ceea ce
rezulta Intr-o translatie pe axa frecventei a functiei de sinus cardinal deasupra compo-
nentei semnalului.

Transformata Fourier Discreta este caracterizata prin faptul ca spectrul calculat
este discretizat, avand acelasi numar de componente spectrale (bin-uri) cate esantioane
am avut in domeniul timp. Avand in vedere ca domeniul spectral cuprinde intervalul
(—%, %), intervalul de frecventa care caracterizeaza un bin spectral va fi f—]\j, ceea ce
coincide exact cu dimensiunea lobilor din functia sinus cardinal.

In cazul in care componentele sinusoidale ale semnalului au frecventa care coincide
cu una din componentele discrete spectrale, atunci spectrul rezultat va contine o sin-
gura componenta de magnitudine maxima corespunzatoare cu frecventa semnalului si
restul componentelor spectrale vor fi 0 (asa cum se vede pe figura 2.9a). Daca frec-
venta semnalului nu coincide cu frecventa uneia din componente spectrale, vom obtine
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2.1. TRANSFORMATA FOURIER DISCRETA

(a) (b)

Figura 2.9. Coincidenta scurgerii spectrale cu esantionarea spectrald

componente spectrale mai mici cu magnitudinea prelevata din lobul principal si din
lobii laterali la frecventele discrete ale componentelor spectrale (figura 2.9b).

Fenomenul scurgerii spectrale putem sa studiem si in Matlab, daca realizam cres-

terea rezolutiei spectrale prin addugarea unor esantioane de valoare 0 la sfarsitul sem-
nalului. Practic se pastreaza fereastra rectangulara la lungimea originala, dar putem
vizualiza mai multe bin-uri spectrale intercalate intre cele originale:

»
»
»
»
»
»
»
»
»
»
»
»
»
»
»
»
»
»
»

fo = ;

(0: )/ ;
sin(2*pixfO*t);
abs(fft(x))/ ;
(0: )* / :
stem(w, X);

hold on

= X X

xt [x zeros(1, )15
Xt = abs(fft(xt))/ ;
wt = (0: )* / g
plot(wt, Xt);

hold off

xlabel( );

ylabel( );

axis([f0-40 fO+ 1);

xticks(ceill((f0-40)* / )* / g / :T0+40)

Prezentand spectrul obisnuit si acest spectru supraesantionat pe acelasi grafic rezulta
in figura 2.10 pe care putem observa mai clar de unde provin componentele spectrale
vazute pe figura 2.7b.

Scurgerea spectrala poate fi redusa prin aplicarea a unei ferestre diferite. O impor-

tanta parte din scurgerea spectrala este cauzata de saltul brusc la marginea ferestrei.
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2. ANALIZA SPECTRALA A SEMNALELOR
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Figura 2.10. Scurgerea spectrald in cazul unei sinusoide de 543 Hz

Aplicand o fereastra care are o trecere lina catre 0, de exemplu de forma unui clo-
pot, putem reduce lobii laterali, reducand astfel puterea dispersata la componente de
frecventa mai indepartate.

Ca exemplu putem observa o fereastra de tip Hamming sau Hann, definita generic
prin formula:

2mn —
wln| = ag — (1 — ag)cos (T) n=0,N (2.11)

Fereastra Hann are ay = 0.5 iar fereastra Hamming aproximativ ay ~ 0.54. Primul
Hann, prezentat si pe figura 2.11a, are un raspuns in frecventa de forma:

_ Lsinc(rf)

WIf] = 1 (2.12)

Dupa cum se vede pe figura 2.11b, fereastra Hann are lobul principal mai lat si cu
amplitudinea maxima de doar jumatate din amplitudinea lobului principal al ferestrei
rectangulare. Folosirea unei astfel de ferestre poate fi oportuna in analiza spectrala
a semnalelor alcatuite din mai multe componente (cu componentele definite Intr-un
interval de frecventa restrans), unde scurgerea spectrala de la o componenta la alta ar
afecta de altfel identificarea corecta a acestora. Astfel de exemplu sunt semnalele de
radiocomunicatii prezentate pe analizorul spectral de pe figura 2.1.

Aplicand o fereastra Hann in exemplul nostru prin inserarea codului urmator inainte
de calculul transformatei:

18



2.1. TRANSFORMATA FOURIER DISCRETA

M

A rectangular .v

\
1

> 1

0 - R4 0
(a) (b)

Figura 2.11. Fereastra Hann in timp (a) si in spectru (b)

Y
o

» X = x.*hann(length(x))';

vom obtine figura 2.12, pe care putem observa cele doua componente spectrale adia-

cente mai mari, In rest insa, toate celelalte componente sunt mult mai mici decat fara
ferestruire.

[ X ()]

Figura 2.12. Scurgerea spectrala in cazul unei sinusoide de 543 Hz ferestruit cu functia
Hann
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2. ANALIZA SPECTRALA A SEMNALELOR

2.2. Transformata z

Transformata z este forma generalizata a transformatei Fourier discrete, similar cu
transformata Laplace. Aceasta poate fi aplicata si pentru unele secvente de semnal pen-
tru care transformata Fourier nu exista (de exemplu pentru ca criteriul de convergenta
nu este satisfacut). De asemenea, similar cu transformata Laplace, si transformata z
poate fi folosita pentru operatii algebrice In domeniul transformat.

Transformata z este definita prin formula:

—+00

X(z) = Z zn)z™" (2.13)

n=—0oo

unde z este un numar complex. Exprimand acest numar in coordonate polare, z =
re~’“, obtinem:
+oo
X(re’) = E xn|r e I (2.14)

n=—oo

In cazul in care r = 1, adici dacd aplicim pe cercul unitate din planul complex z,
transformata z este echivalent cu transformata Fourier.

In Matlab transformata z poate fi calculata cu ajutorul functiei czt. Functia are
sintaxa:

» X = czt(x, m, w, a);

unde x este secventa din domeniul timp, m este numarul de esantioane spectrale pe
care vrem sa calculam, w este o spirala definita pe planul z, de-a lungul careia calculam
transformata si a este punctul de plecare a acestei spirale pe planul z. Valorile implicite
pentru m, w si a sunt length(x), exp(-2j*pi/m) respectiv 1 ceea ce rezulta calculul
spectrului de-a lungul cercului unitate, adica echivalent cu fft. Astfel comanda

» X = czt(x);

va rezulta in exact aceeasi spectru ca si spectrul calculat de X = fft(x);

Putem insa definii si o alta curba pe care sa calculam transformata z. Se poate, de
exemplu, sa facem un zoom intr-o interval de frecventa mai restransa si sa analizam
spectrul si intre esantioanele spectrale de la transformata Fourier. De exemplu, pentru
a vizualiza scurgerea spectrala discutata anterior, putem folosi codul:

» t = 1/ 3 / ;

» X = sin(2 * pi * * t);

» X = czt(x);

» W = (0: )/ * ;

» fl = -511/16; f2 = +512/16;
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Figura 2.13. Vizualizarea spectrului marit intr-un interval redus de frecventd (rosu) printre
esantioanele Fourier (albastru)

w = exp(-j*2*pix(f2-f1)/1024/8000);
a = exp(j*2*pi*xf1/8000);

» Xz = czt(x,1024,w,a);

» Wz = (0:1023)/1024*%(f2-f1)+f1;

» stem(W,abs(X));

» hold on;

» plot(Wz,abs(Xz));

» hold off

» axis([f1, f2, 0, 512]);

rezultand in graficul de pe figura 2.13.

Utilitatea cea mai importanta a transformatei z este In analiza si sinteza filtrelor
digitale. Sistemele liniare invariante In timp (cum sunt si filtrele digitale) sunt ca-
racterizate de o functie de transfer, care In domeniul transformat poate fi scrisa sub
forma:

Y[Z] o bo—f-bl'Zﬁl+b2'272+"'+bN'ZiN

X[zl a—ar-zt—ag-z2— o —apy -2 M

H[z] = (2.15)

Socotind radacinile polinoamelor din numarator si numitor, vom obtine zerourile si
polii care caracterizeaza sistemul LIT.

In Matlab pentru a afisa functia de transfer in domeniul transformat a unui sistem
LIT se foloseste functia freqz(b, a) iar pentru a afisa polii si zerourile pe planul z,
functia zplane(b, a).

De exemplu un LIT cu functia de transfer treapta unitara, definita cu relatia:

1

- - 2.16
1—az! ( )

()

va avea o caracteristica de transfer din figura 2.14, obtinuta cu comanda:
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2. ANALIZA SPECTRALA A SEMNALELOR
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Figura 2.14. Functie de transfer in domeniul spectral

2.3. Exercitii

1. Observati spectrul si identificati componentele spectrale ale urmatoarelor semnale
(fiecare esantionat la 8 kHz si avand 1024 de esantioane):
« dinte de fierastrau de frecventa de 125 Hz

 dreptunghiular de frecventa de 125 Hz

« sinusoidal de frecventa de 125 Hz trecut printr-un redresor dubla alternanta

« dinte de fierastrau de frecventa de 1250 Hz

2. Afisati raspunsul in frecventa si identificati frecventa de taiere al unui filtru notch

definit cu urmatoarele coeficienti:

- 1;
1;

||
i
I

2
QT
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Lucrarea 3

Transformata Fourier Rapida

In aceasta lucrare vom studia avantajele folosirii algoritmului rapid de calculare a
transformatei Fourier si modurile de implementare a acestuia.

3.1. Transformata Fourier Discreta

Transformata Fourier discreta este varianta esantionata (atat in timp cit si in frecventa)
a transformatei Fourier continue. Transformata Fourier discretd a unui semnal z[n]
format din N esantioane este calculata cu formula:

X(k) =S az(n) e IF k=0, N—1 (3.1)
n=0

Pentru calculul unei singure valori din spatiul transformatei sunt necesare N ope-
ratii, prin urmare complexitatea algoritmului de calcul al transformatei Fourier pentru
o secventd de N esantioane, este O(N?).

Pentru a interpreta aceasta complexitate, putem implementa un cod simplu in
Matlab, care calculeaza transformata Fourier a unui semnal exact dupa formula (3.1):

% DFT(x) - calculeaza transformata Fourier discreta a semnalului x
costul de memorie si timp de calcul sunt de ordinul O(N?)
function [X] = dft(x)

o

N = length(x);

k = 0:N-1;

n = 0:N-1;

% tnmultire matriciala de dimensiunea N x N

X=X * exp(-2j * pt / N *x k' * n);
endfunction

complexitatea O(N?) la aceastd implementare se manifestd prin memoria folosita pen-
tru inmultirea matriciala si rezulta intr-un timp de procesare foarte mare comparativ
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3. TRANSFORMATA FOURIER RAPIDA

cu functia fft studiata anterior, cum poate fi observat prin masurarea timpului pentru
cele doua operatii:

» tic; X
» tic; X

dft(x); toc
fft(x); toc

Cresterea timpului de calcul pentru DF'T va fi mult mai semnificativa odata cu cresterea
lungimii semnalului.

Complexitatea calculului transformatei Fourier poate fi insa redusa prin aplicarea
unui algoritm inventat in 1965 de James Cooley si John Tukey numit FFT! care poate
realiza operatia de transformare cu o complexitate O(N log, N) prin exploatarea pro-
prietatilor de simetrie si periodicitate a functiilor sin si cos) si refolosirea coeficientilor
la inmultirile complexe. Prin aceasta refolosire a coeficientilor, calculele pot fi realiza-
te pe jumatati de semnale (semnal decimat), iar prin aplicarea operatiei de decimare
in mod repetitiv se va reduce timpul total de calcul. Decimarea poate fi facuta atat
dinspre reprezentarea semnalului in timp cat si dinspre reprezentarea semnalului in
frecventa, rezultand in doua moduri diferite de implementare a algoritmului FFT.

3.2. Algoritmul FFT cu decimare in timp

Pentru a realiza aceasta operatie de decimare, vom calcula separat prima jumatate a
spectrului respectiv cea de a doua jumatate a spectrului. Pentru fiecare esantion spec-
tral se vor realiza calculele pe semnalul reprezentat in timp decimat in doua, separand
astfel elementele pare si elementele impare:

N-1 7
27
X0 =Y a(m) - e IF, k=05 1
n=0 2
31 g ) 32
= x(2n) - eI Wk 4 r(2n+1) - eI N k(2n+1)
n=0 n=0

Daca reorganizam coeficientii, atunci putem observa ca ecuatia se simplifica intr-o
operatie de transformata Fourier pe o jumatate de secventa:

N_4 N
2 2

X(k) = z(2n) - eI NN 4 Z 2(2n+1) - e IR g ITH
n=0 n=0
¥- N_
S a5k e (3.3)
\TL:O ., \TLZO |

Xp::(k) X im;:r (k’ )

IFast Fourier Transform - Transformats Fourier Rapids
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3.2. ArcoriTMUL FFT CU DECIMARE IN TIMP

Am notat cu X, (k) transformata Fourier discreta a esantioanelor pare ale secven-
tei x(n) iar cu Xypper(k) a celor impare. Asadar pentru a calcula prima jumatate a
transformatei Fourier unei secvente z, va trebui sa calculam transformata Fourier a
elementelor pare, respectiv a elementelor impare si sa le Insumam (elementele impare
fiind ponderate cu radacinile unitatii de ordinul N):

oy N
X<k) = XPGT(k) + e_jWk ' Ximpar<k)a k= 07 E -1 (34)

Desi pana aici formula de calcul pentru transformata Fourier a devenit putin mai
complicata, adevaratul avantaj iese la iveala daca aplicam aceeasi decimare si pentru
jumatatea superioara a spectrului calculat:

i N
X(k) = NP h U M V| 3.5
(k) ;x(n) e TN, 5 (3.5)

modificam intervalul de parcurgere a k pentru a avea o formula comparabila cu prima
jumatate deja calculata:

N, = N
2y o e iR (k)N —0 - _
X(k+ 2)— g xz(n)-e N , k—0,2 1 (3.6)

n=0

dupa care procedam la o rearanjare a coeficientilor similar cu prima parte:

N_q N_g
2 2
X (k+ g) =N " z(2n) eI EEI 2(2n + 1) - eI % k3 @nt1)
n=0 n=0
81

21 _;2r N _s2m _i2r N
r(2n 4 1) - e INHN L TINTIL TINE L eI
n=0
N
iy —j2Fkn . (3~7)
= E r(2n)-e T e
~—
n=0 1
%_1 jQTrkn 9
—IN i _j2m _
x(2n+1)e 5 .e ]27rn.€ij eI
—— ~—~
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3. TRANSFORMATA FOURIER RAPIDA

asadar pentru cealalta jumatate a spectrului Fourier vom avea nevoie tot asa de calculul
transformatei Fourier pe elementele pare respectiv cele impare din secventa originala:

N ox N
Xkt 5) = Xpar(k) = € 785 Xiur (B), k=0, —1 (3.8)
Astfel transformata Fourier discreta a unui semnal poate fi rescrisa prin formula:
X(k) = Xpar(k) + wf\f * Ximpar (k) N
k=0,——1 3.9
ATl e A IR .

unde pentru simplitate radacinile unitdtii de ordinul N s-au notat cu w.

Aceasta formula poate fi reprezentata grafic ca aripile unei fluture (de aici vine
denumirea celulei din FFT: butterfly) reprezentata grafic in Figura 3.1.

Xpa?"(k) e @ X(k)

Ximpar(k) L hd 1 ’\_b X(k + %)

Figura 3.1. Celula de tip fluture

Bineinteles, o singura celula tip fluture nu ne ajuta in reducerea complexitatii algo-
ritmului, dar putem observa faptul ca pentru transformarile jumatatilor pare si impare
necesare putem sa aplicam recursiv aceeasi metoda de decimare. Astfel, prin decimari
succesive putem ajunge la o secventa cu un singur esantion a carei transformata Fourier
coincide cu Insasi esantionul respectiv:

X(O) = ZE(O) . 6_j2T7r0 — x(())7 pentru N =1 (310)

De aici se poate reconstrui foarte usor transformatele Fourier intermediare si cel
final cu logs(N) niveluri de celule fluture. Descompunerea recursiva in elemente pare,
respectiv impare si fluturele corespunzatoare transformarii Fourier a unui semnale de
8 esantioane poate fi vazuta in Figura 3.2. Pentru decongestionarea figurii, inmultirile
cu constantele w¥ s-au marcat cu — iar ramura inmultitd suplimentar si cu —1 cu

Se poate observa ca pentru calculul transformatei Fourier a semnalului de 8 esanti-
oane, vom avea nevoie de 3 niveluri de cate 8 operatii (adunare ponderata), adica vom
avea o complexitate O(N log, N). De asemenea, trebuie notat faptul ca putem atinge
aceasta reducere in complexitate numai daca se poate realiza decimarea esantioanelor
pana la capat, adica numarul de esantioane din semnalul de la intrare este o putere a
lui 2.

Aceasta abordare recursiva de decimare cu rearanjarea vectorului in elemente pare
si impare poate fi implementata foarte usor intr-o functie recursiva de forma:
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3.2. ArcoriTMUL FFT CU DECIMARE IN TIMP

[ o T To T3 T4 Ty Tg X7 ]

[ o xg:::><i::x4 T T xg:::><i::x5 x7 |

[ o x4 | [ X2 zg | [ 21 x5 | [ 23 x7 |
Zo Ty ) Te i Ts x3 X7

Xo X1 Xo X3 X4 Xs X X7

Figura 3.2. Fluturele de calcul al FFT cu decimare in timp pentru 8 esantioane

DITFFT(x) - calculeaza transformata Fourier a lui x prin decimare
in timp

function [X] = ditfft(x)

N = length(x); % lungimea lui x, trebuie sa fie putere a lui 2

if N <=1

o® o°

% itmpartim in elemente pare respectiv impare si aplicam recursiv
% metoda de decimare in timp
Xpar = ditfft(x(1:2:end));
Ximpar = ditfft(x(2:2:end)) .* exp(-2j * pt * (0:N/2-1) / N);
% reconstruim spectrul din cele doua jumatati
X = [Xpar + Ximpar Xpar - Ximpar];
endif
endfunction

Comparand timpul de executie al transformatei Fourier discrete implementata cu
algoritmul O(N?), respectiv cel al transformatei Fourier rapide implementata cu algo-
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3. TRANSFORMATA FOURIER RAPIDA

ritmul O(N log, N),

putem observa reducerea de timp semnificativa a celui din urma

odata cu cresterea numarului de esantioane (vezi Figura 3.3).

n = >
tdft = [1;
tfft = [1;
for N = n

X = rand(1,

tic; X = dft(x); tdft

AN);

[tdft toc];

tic; X ditfft(x); tfft = [tfft toc];
endfor
plot(n, tdft, n, tfft);
@ DrT o
8 r| @ FFT 8
=
o
3
o 4 .
<
o
g
s 9 ® il
) 4
ofe e o ¢ 1 B
256 512 1024 2048 4096 8192

Numar de esantioane

Figura 3.3. Timpul de executie a algoritmului FF'T comparativ cu DFT

3.3. Algoritmul FFT cu decimare in frecventa

A doua varianta de

s& realizdm decimarea 1n domeniul transformat.

a ajunge la reducerea timpului de calcul a transformatei FFT este
Pentru aceasta dezvoltam separat

termenii pari si impari ai transformatei Fourier:

p
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3.3. ALGORITMUL FFT CU DECIMARE IN FRECVENTA

In continuare procedam similar cu decimarea In frecventa, dar de data aceasta
desfacem ecuatiile In jumatati inferioare si jumatati superioare. Astfel, pentru termenii
pari (din ec. 3.11) vom avea:

51 N-1
.2 -2
X(2k) = x(n)e I N2 4 z(n)e I N #n
n=0 n:%
J-1 81

3
I
o
3
I
o

S
L
e
L

3
I
=)
3
I
)

Sl
L
w|z
L

.2 o
x(n + %)67‘7W2kn e j2mk
~——

n=0 n=0 1

27Ty
z(n + %)e g

Xin (k) Xoup (k)

Se poate observa ca practic termenii pari ai unei transformate Fourier pot fi calculati ca
suma simpla a transformatei Fourier din prima jumatate a vectorului cu transformata
Fourier din a doua jumatate a vectorului.

Daca dezvoltam asemanator si termenii impari (din ec. 3.12) obtinem:

X(2k+1)

¥-1 N-1
_ 27 _ 27
x(n)e i (2k+1)n + x(n)e iN (2k+1)n
n=0 nf%
.92 -2 N
x(n>efjw’r(2k+1)n + x(n + %)efj%(2k+l)(n+§)
s ‘Zl _'QJ ﬂ _'QJ _'QJE
x(n)e 3N2kne an+ $(n+%)€_]N2kn€JN2k2€ JNPe~IN 3
x(n>€ J ]\7;2]{,‘716 Jn + ZE(TL + ﬂ)e—j%%zn 6—j27rk e—j%n e—jﬂ
2 ——" ~—~
n=0 n=0 1 —1
%_1 j27rkn 9 %_1 j27'rk,n 9
—I'N i —JN _2m
x(n)e "2 e IN" zn+5)e T e IV"
Vv Vv
“me(k)77 Xsup(k)
(3.14)
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3. TRANSFORMATA FOURIER RAPIDA

Se poate vedea imediat similaritatea cu secventa elementelor impare, unde am si notat
partea inferioara si partea superioara intalnita In ecuatia 3.13, dar imediat observam
ca desi ar fi la Indemana o notare de genul

X(2k) = Xupy(k) 4 Xoup(k)
X(2k + 1) = Xons(k) - wl — Xoup(k) - wh

nu putem sa realizam aceeasi metoda recursiva pe care am aplicat in cazul decimarii in
timp, deoarece coeficientii alcatuiti din radacinile unitatii (w};) nu sunt independenti
de suma cu care calculam transformatele Fourier a jumatatilor de semnal. De aceea
am notat in ghilimele expresia corespunzatoare acestor transformate in ecuatia 3.14.

Pentru a putea aplica formula aceasta trebuie sa realizam inmultirea cu coeficientii
wy in timpul calculului jumatatilor de secventa si nu dupa realizarea acestor calcule.
Asta Inseamna ca va trebui sa abordam un calcul iterativ, pornind de la secventele
alcatuite dintr-un singur element si la fiecare pas trecand la o secventa de lungime
dubla. Abordarea aceasta iterativa poate fi urmarita pe fluturele reprezentat in figu-
ra 3.4. Bineinteles pentru simplitate si pe aceasta figura a fost marcat inmultirea cu
coeficienti prin colorarea traseului.

Lo a1 Ty X5 i X7

To XT3
C
X2 X6 X1 X5 X3 X7

Figura 3.4. Fluturele de calcul al FF'T cu decimare in frecventa pentru 8 esantioane

A

Se poate observa ca aplicind aceasta metoda iterativa putem de asemenea realiza
operatia cu o complexitate O(N log, V), printr-o bucla de log, N pasi fiecare reali-
zand N operatii de Inmultire-adunare (presupunand toti coeficientii fiind calculati in
prealabil).

Singurul impediment este ca la finalul operatiei vectorul rezultat va avea elementele
amestecate. Daca Insa ne uitam mai atent la ordinea elementelor in secventa rezultata
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3.3. ALGORITMUL FFT CU DECIMARE IN FRECVENTA

putem observa o regula simpla: indexul elementelor va fi in reprezentare binara exact
valoarea ordinii corecte cu bitii in ordine inversa.

0 000 [ 000 O
4 100 | 001 1
2 010 | 010 2
6 110|011 3
1 001|100 4
5 101|101 5
3 011|110 6
7 111|111 7

Inversarea aceasta a ordinul bitilor poate sa fie costisitoare daca e implementat
in software fiind dependent de numarul exact de biti necesari pentru reprezentarea
elementelor din vector, dar poate fi implementat foarte ieftin in hardware. In acest
sens exista anumite procesoare dedicate prelucrarii digitale a semnalelor (DSP - Digital
Signal Processor) care beneficiaza de un set de instructiuni extinse cu scopul de a
implementa mai usor algoritmi specifici prelucrarilor de semnale. In acest sens, pentru
optimizarea calculului transformatei Fourier, vom avea o operatie de oglindire a bitilor,
in general implementat direct pe magistrala de adrese, adica fiind posibil accesarea
elementelor in ordinea corecta intr-un singur tact. De asemenea exista si instructiuni de
tip MAC (Multiply-and-ACcumulate), care poate realiza Intr-un singur tact Inmultirea
cu un coeficient si adunarea rezultatului Intr-un acumulator. Aceste instructiuni pot
sa lucreze si pe mai multe date In paralel, datorita tehnicii SIMD (Single Instruction
Multiple Data), adica o adunare se poate realiza deodata si pe partea reald si pe partea
imaginara a unor numere complexe.

Practic putem avea o implementare foarte eficienta a transformatei Fourier,
bazandu-ne pe un pseudocod de forma:

N + len,
while % >1do

form(—Oto%—ldo
w4 wy(m- G, w
for n < m to len, — 1 by N do
a+ x(n)
b+ z(n+ )
z(n) < a+b // ADD2 a.re,b.re,x.re; a.im,b.im,x.im
x(n—l—%) — aqw — bw // SUB2 a.re,b.re,c.re; a.im,b.im,c.im
// ADD2 c.re,w.re,x.re; c.re,w.im,x.im
| // MAC2 c.im,w.im,x.re; c.im,w.re,x.im
N+ =&
X <—:E[b7“} // bit reversed addressing
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3. TRANSFORMATA FOURIER RAPIDA

3.4. Exercitii

i

1. Implementati in Matlab algoritmul FF'T prin decimare in frecventa si comparati
timpul de executie cu timpii de executie a celorlalte metode prezentate in lucrare.

2. Implementati in Matlab algoritmul FF'T prin decimare in timp in mod iterativ
si comparati timpul de executie cu algoritmul implementat recursiv. Explicati
diferentele.

3. Studiati setul de instructiuni de la diferite procesoare digitale de semnale (TI
TMS320C6xxx, FreeScale StarCore, AD SHARC) si identificati facilitatile oferite
pentru implementarea optimizata a transformatei Fourier rapide.
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Lucrarea 4

Filtrarea semnalelor

Filtrarea este o operatie fundamentala de procesare dintr-un sistem de procesare a
semnalelor. Este utilizata pentru a elimina componentele spectrale nedorite din semnal.
In functie de tipul filtrului (trece jos, trece banda sau trece sus), acesta va lasa sa treaca
doar componentele semnalului util cu frecventele dintr-o banda specificata, rejectand
toate celelalte componente cu frecvente in afara benzii de trecere. Folosirea filtrelor
este omniprezenta in lanturile de procesare, mai ales pentru eliminarea:

o zgomotului — provenind din zgomotul termic a componentelor, zgomotul de co-
mutatie in circuitele de semnal mixt, zgomotul de cuantizare la conversia analog-
digitala, etc. — manifestand de obicei prin componente de frecventa inalta ce pot
fi eliminate cu filtre trece jos

« componentelor provenite din interferenta electromagnetica — de exemplu com-
ponenta de 50Hz de la reteaua electrica — ce poate fi eliminat cu filtru opreste

banda

o componentelor care ar produce alterarea semnalului util datorita violarii criteri-
ului Nyquist — ce se elimina cu filtre anti-aliere

« componentelor nedorite in unele faze ale prelucrarii — de exemplu una din benzile
laterale a semnalului modulat — ce pot fi eliminate cu filtre trece banda

4.1. Notiuni teoretice

Operatia de filtrare reprezinta, de reguld, trecerea unui semnal x(¢) printr-un sistem
liniar invariant n timp, a carui functie pondere h(t) este cunoscuta (vezi Figura 4.1).

Un sistem se numeste liniar, daca respecta principiul superpozitiei, adica daca la
intrarea sistemului aplicdim o combinatie liniard de doua (sau mai multe) semnale
axq(t) + bxa(t), a,b € R, atunci semnalul de la iesirea sistemului poate fi scris ca fiind
ayi(t) + bya(t), unde vy (t) si y2(t) reprezinta raspunsurile sistemului la semnalele x (%)
respectiv zo(t).
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4. FILTRAREA SEMNALELOR

o(t) ———  h(t) | y(t)

Figura 4.1. Sistem liniar invariant in timp

Daca raspunsul sistemului este mereu acelasi pentru un acelasi semnal de intrare,
indiferent de momentul de timp la care este aplicat semnalul respectiv la intrarea
sistemului, atunci sistemul se numeste invariant in timp.

Sistemul are asociat o functie pondere h(t), care reprezinta raspunsul la impuls al
sistemului, adica iesirea corespunzatoare unui impuls Dirac aplicat la intrare. Operatia
realizata de un bloc de filtrare nu este altceva decat o operatie de convolutie data de
urmatoarea formula:

y(t) = h(t) * 2(t) = /h(f)-x(t—f) dr — /h(t—T) a(r)dr (41)

Aplicand transformata Fourier asupra ecuatiei 4.1 va rezulta intr-un produs simplu
al intrarii si a functiei pondere din domeniul transformat:

Y(w) = Hw) - X(w) (4.2)

unde Y (w), H(w) si X(w) reprezinta spectrele Fourier ale lui y(t), h(t) respectiv z(t).
H(w) poarta numele de functie de transfer a sistemului/filtrului.

Prin alegerea corespunzatoare a functiei de transfer putem elimina o parte din spec-
trul semnalului de la intrare si astfel se poate realiza o operatie de filtrare. De exemplu
putem considera un filtru trece jos ideal care va avea ca functie de transfer o treapta
unitara, cu amplitudinea de 1 sub o frecventa de taiere wy = 27 f; si amplitudinea
de 0 peste aceasta frecventa (fig. 4.2). Aplicand aceasta functie la spectrul semnalu-
lui de intrare, componentele spectrale din intervalul (0, fy) se pastreaza nealterat, iar
componentele spectrale cu f > fy vor fi eliminate complet.

A

A

1

\/
€

0 wo

Figura 4.2. Functia de transfer a unui filtru trece jos ideal

Realizand transformata Fourier inversa asupra raspunsului in frecventa ideal, obti-
nem functia de pondere h(t) = “2 sinc(wo(t — to)), prezentat pe fig. 4.3.

34



4.2. FILTRAREA DIGITALA A SEMNALELOR

>
>

=z 0 I

Figura 4.3. Functia pondere a unui filtru trece jos ideal

4.2. Filtrarea digitala a semnalelor

In domeniul discret, convolutia, care defineste operatia de filtrare realizata printr-un
sistem liniar invariant in timp, va avea urmatoarea forma:

yn) = S b aln— k) (43)

k=—o00

unde z(n) este semnalul de la intrare, iar h(k) este functia de transfer sau functia
pondere care caracterizeaza sistemul LIT.

Evident, pentru a putea fi calculat pe calculator, lungimea functiei de pondere
trebuie sa fie finita, astfel convolutia va deveni:

y(n) =Y h(k)-x(n— k) (4.4)

K fiind lungimea vectorului cu ponderile functiei de transfer. Aceasta operatie este
echivalenta cu inmultirea a doua polinoame cu coeficienti din vectorii x si h, ceea ce
este simplu de realizat cu ajutorul unui procesor.

Asa cum am vazut insa in sectiunea 4.1, pentru a realiza un filtru trece jos ideal

vom avea nevoie de o functie sinus cardinal, care in domeniul discret va avea forma:
Wo . -
h(n) = — sinc(won), n = —00,00 (4.5)
T

Aceasta functie are o lungime infinita si nu este cauzala, deci o filtrare (adica o convo-
lutie) cu aceasta functie nu este realizabila in practica.

Filtrarea cu raspuns finit

O metoda simpla de a realiza filtrarea digitala in practica este sa limitam in timp
functia sinus cardinal, asa cum se vede pe figura 4.4, aplicand:

h(n) = {% sinc(won), daca |n| < Ty (4.6)

0, altfel
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4. FILTRAREA SEMNALELOR

A

A
< L AN >t
—00 T, N 0 T 100

Figura 4.4. Functia pondere cu lungime finita

Bineinteles, aceasta forma in continuare violeaza conditia de cauzalitate, pentru a putea
aplica in practica. De aceea, mai trebuie sa aplicam si o translatie, astfel Incat toti
coeficientii nenuli ai filtrului sa ajunga in dreapta de origine. Daca intervalul (-7, Tp)
este impartit In N esantioane, atunci functia de transfer va deveni:

W

h(n) = ?O sinc(wo(n — §)), n=0,N—1 (4.7)

Prin introducerea acestei trunchieri a raspunsului filtrului in timp, functia de trans-
fer va avea de suferit o deviere fata de raspunsul ideal (vezi fig. 4.5):

 1n loc de trecere brusca din 1 in 0 a raspunsului vom avea o tranzitie mai ling;
panta functiei de transfer la tranzitia din banda de trecere catre banda de taiere
depinde de lungimea raspunsului in timp, pentru a obtine o panta mai abrupta
trebuie crescut numarul de esantioane

« apare oscilatii in forma functiei de transfer, numit ripluri, cauzate de trecerea
brusca in 0 a functiei pondere; aparitia riplurilor poate fi redus prin aplicarea
unor ferestre mai line de trecere catre 0 la trunchierea raspunsului in timp, acest
lucru insa va introduce o curba mai mare si o zona mai larga de tranzitie intre
banda de trecere si banda de taiere.

Banda de trecere Banda de taiere
P —_—
Yy,

Ripluri i
banda de trecere { D

Ripluri
> (v / banda de taiere

0 Wp  Ws

~—

Banda de tranzitie

Figura 4.5. Functia de transfer a unui filtru trece jos real

36



4.2. FILTRAREA DIGITALA A SEMNALELOR

Pentru a vizualiza efectul asupra caracteristicii filtrului folosind Matlab, putem
porni de la o treapta unitara (fig. 4.6), avand grija ca sa construim si imaginea in oglinda
a frecventelor negative necesara pentru transformata Fourier inversa:

» w = -pl : pi/512 : pi;
Hideal = zeros(size(w));
Hideal(abs(w) <= pi/4) = 1;
plot(w,Hideal);

M2 2

—_
T
|

Magnitudine

|
i s .

INE

Frecventa normalizata [rad/esantion)]

Figura 4.6. Functia de transfer in frecventa a unui FTJ ideal cu frecventa de taiere %

Pe functia de transfer ideala aplicam transformata Fourier inversa pentru a ob-
tine raspunsul impuls (fig. 4.7). Pentru a rearanja vectorii in ordinea preferata de
transformata Fourier rapida se foloseste fftshift:

» hideal = ifft(fftshift(Hideal));
» plot(-512:512,real(fftshift(hideal)));

0.25 |- .
<
g
&S
3
=
g
< 0 WA
|
-n 0 n

Esantioane

Figura 4.7. Raspunsul la impuls a unui FTJ ideal

37



4. FILTRAREA SEMNALELOR

Dupa ce am obtinut functia pondere, trunchiem aceasta la un numar 2N + 1 de
esantioane (fig. 4.8):

» N = 8;

» 1 = [1:N+1 length(hideal)-(N-1:-1:0)];
» hreal = zeros(size(hideal));

hreal(i1) = hideal(1i);
plot(-512:512,real(fftshift(hideal)));

Y Y
v v

0.25 |- .
)
8
&S
3
=
g
< 0
|
-n 0 n

Esantioane

Figura 4.8. Raspunsul la impuls a unui F'TJ trunchiat la 2 -8 + 1 esantioane

Iar la final calculam functia de transfer in frecventa a filtrului obtinut aplicand
transformata Fourier pe raspunsul la impuls trunchiat (fig. 4.9):

» Hreal = fft(hreal);
» plot(w,abs(fftshift(Hreal)));

—
T

Magnitudine

| o

|

il m
0 4
Frecventa normalizata [rad/esantion)]

Figura 4.9. Functia de transfer a unui F'TJ cu raspuns finit la impuls de 2-8+1 esantioane

st frecventa de taiere %
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4.2. FILTRAREA DIGITALA A SEMNALELOR

Aplicand trunchierea cu diferite valori N putem observa si efectul lungimii raspun-
sului la impuls asupra functiei de transfer in frecventa. Pe figura 4.10 putem observa ca
functia de transfer se apropie de cel ideal pe masura ce se mareste foarte mult lungimea
raspunsului la impuls.

>
>

_ —> W

0

Figura 4.10. Functiile de transfer a unor filtre trece jos cu lungimi diferite

Filtrarea cu raspuns infinit

Cresterea prea mare a numarului de coeficienti insa are dezavantajul cresterii timpului
de calcul, care poate provoca probleme in implementarile practice. Ca o solutie la
aceasta problema se poate implementa operatia de filtrare folosind un sistem alcatuit
din doua sisteme LIT intr-o configuratie cu reactie negativa (fig. 4.11).

B(t) ————  bt) o y(t)

a(t)

Figura 4.11. Construirea unui filtru cu raspuns infinit la impuls din doua sisteme LIT

Astfel, operatia de filtrare cu raspuns infinit se poate descrie cu doua convolutii
finite sub forma:

a(l)-y(n) =0b(1)-z(n) +b(2) - x(n—1) 4+ --- 4+ b(leny) - x(n — leny, + 1)—

_ a,(2) . y(n — 1) — .= a(lena) . y(n _len, + 1) (48)

Folosind un numar mic de coeficienti, Intr-o structura ce foloseste blocuri de ntar-
ziere si amplificare atat la intrare cat si la iesire, ca In figura 4.12, se poate obtine un
raspuns la impuls care tinde spre infinit.

39



4. FILTRAREA SEMNALELOR

bs
L1
b )
L1
x[n] by @ y[n]
L1
H—<a
L1
s

Figura 4.12. Implementarea unui filtru cu blocuri de intarziere si amplificare

Aplicand transformata Z asupra ecuatiei 4.8 obtinem functia de transfer:

Y(Z) . bl -+ bQZ_l + e+ blenBz—lenB-‘rl
X(Z) N 1+ CLQZ_I + -+ alenAz_lenA+1

H(z) = (4.9)

Astfel, filtrul digital cu raspuns infinit putem considera echivalentul discret al unui
filtru analogic. De exemplu, un filtru RC trece jos cu un singur pol (prezentat in
figura 4.13) are functia de transfer (exprimata in domeniul transformat Laplace):

1

H(s) = T p (4.10)

care determina o panta de —20dB/decada, care trece prin —3dB la pulsatia de taiere

Wy = %, adica frecventa de taiere fo = ﬁ, asa cum se vede pe caracteristica din
figura 4.14.
R
(G C”_— U
O O

Figura 4.13. Filtru RC trece jos cu un singur pol
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4.2. FILTRAREA DIGITALA A SEMNALELOR

|
|
|
1
|
|
|
|
+
!
|
|
|
T

_ 1
fo= 27RC

Figura 4.14. Caracteristica de transfer a unui filtru RC trece jos

Functia de transfer al filtrului analogic poate fi discretizata utilizand transformata
Z. Daca aplicam transformarea biliniara intre s si z folosind perioada de esantionare

T, )
2 (1—2"

= — 4.11

o= <1+Z_1) (4.11)

vom obtine functia de transfer in planul Z:

1
H(z) =
(=) L+ RO 2 (1—271
+ T\ 1+2!
B 14271
R 1+2z714+ 2RC 2RC -1
z T T z
B 14271
2 2
< + TSRC> + ( TSRC> z
1 1
+ 21

2 2
1+ — 1+ —
+ TSRC + TSRC’

1 2 RC
1+ —7;5 21
1+ —RC
+ T.

Echivaland cu ecuatia 4.9 si inlocuind - = f, pentru simplitate, obtinem coeficientii:

1 _ 1—-2f,RC

=0 = TR 2T T2tk

(4.13)
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4. FILTRAREA SEMNALELOR

Daca de exemplu consideram un filtru RC cu rezistenta de 150 k(2 respectiv con-
densatorul de 100 nF (valori tipice pentru aceste componente), obtinem o frecventa de
taiere fy = ﬁ ~ 10.61 Hz. Echivalentul digital al acestui filtru va avea coeficientii
by = by ~ 4.1494 - 1073 respectiv ay ~ —0.9917, pentru o frecventa de esantionare de
8 kHz. Putem vizualiza functia de transfer a acestui filtru cu codul Matlab (rezultand
in figura 4.15):

» b =[ 1; a=1[1, - 13
» w = logspace(-1,3, b
» h = 20*1og10(freqz(b, a, w, ))s

AA

» semilogx(w, h)

O T T T T 1177 T T T 1171717 T T T T 17177 T ]

—20 -

Magnitudine [dB]

_40 L | Lol [ | L Lo
1071 109 101 102 103

Frecventa [Hz]

Figura 4.15. Caracteristica de transfer a unui filtru trece jos cu parametri R = 150k si
C =100nF

4.3. Filtrarea in Matlab

Filtrarea unui semnal se realizeaza in Matlab cu functia filter:
» y = filter(b, a, x);

In acest caz x este vectorul ce contine semnalul de la intrare, iar b si a sunt doi
vectori ce contin coeficientii filtrului. Daca vrem sa realizam o filtrare cu o functie de
transfer de lungime finita (adica o singura convolutie) putem folosi urmatorul apel al
functiei filter:

» y = filter(h, 1, x);

in care folosim 1 in loc de a, deoarece prin conventie coeficientul a( 1) (care nu apare in
formula de calcul a convolutiei din reactie) se foloseste pentru normarea rezultatului.
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4.3. FILTRAREA IN MATLAB

Pentru exemplificarea acestei functii, putem considera filtrul RC prezentat in capi-
tolul anterior. Pornind de la un semnal de frecventa joasa (de exemplu de 1 Hz) peste
care este suprapusa o interferenta de frecventa inalta, putem observa efectul filtrarii
(figura 4.16) aplicand urmatoarea secventa Matlab:

» fs = 3

» t = 0:1/fs:1;

» X = sin(2*pi*t);

» tz = 0:1/fs: ;

» zZ = *hamming(length(tz))'.*sin(2*pi1*200*tz);

» x(length(x)/2-length(z)/2:1length(x)/2+length(z)/2-1) += z;
» subplot(2,1,1), plot(t,x)

» b = [ 1; a=1[1, - i3

» y = filter(b,a,x);

» subplot(2,1,2), plot(t,y)

Semnal cu interferenta

=

]

£

el

2

=

g | i

< 0 0.25 0.5 0.75 1
Timp [s]

Semnal filtrat

= ‘

(D)

£

o

=

=

g |

< 0 0.25 0.5 0.75 1
Timp [s]

Figura 4.16. Rezultatul filtrarii unui semnal de 1 Hz aviand un zgomot de interferenta

Se poate observa pe semnalul rezultat ca operatia de filtrare introduce o oarecare
defazaj fata de semnalul original. Acest lucru se datoreaza faptului ca pentru a satisface
proprietatea de cauzalitate a operatiei de filtrare, functia de raspuns a filtrului ideal
(simetric fata de origine) este deplasatd pe axa Oz astfel incat sa nu existe coeficienti
la momente de timp negative. Un filtru este cauzal daca semnalul de iesire apare dupa
aplicarea semnalului de la intrare, adica este indeplinita conditia h(t) = 0, pentrut < 0.

Avand in vedere 1nsa ca pentru filtrarea semnalului in Matlab deja dispunem de tot
vectorul de semnal, putem aplica si o filtrare non-cauzala cu defazaj zero prin aplicarea
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4. FILTRAREA SEMNALELOR

filtrului pe semnalul de la intrare pe directia normala si inca o data pe directia inversa
de timp. Pentru a realiza acest lucru se foloseste functia filtfilt:

» y = filtfilt(b,a,x)

Folosind aceasta linie In exemplul precedent, rezulta in figura 4.17, pe care putem
observa ca rezultatul filtrarii ramane in faza cu semnalul original.

Semnal cu interferenta

=

[0}

=}

-

=

=

g | i

< 0 0.25 0.5 0.75 1
Timp [s]

Semnal filtrat

= 1 T

Q

A

§ 0

=

g 1 j j

< 0 0.25 0.5 0.75 1
Timp [s]

Figura 4.17. Rezultatul filtrarii cu defazaj zero

4.4. Exercitii

1. Implementati o functie de filtrare cu formatul y = myfilter(b, a, x) si com-
parati rezultatele cu cele obtinute folosind functia matlab filter.

2. Observati efectul filtrarii asupra unui semnal folosind un filtru notch (filtru opres-
te banda, folosit frecvent pentru eliminarea componentei de 50Hz din semnale
cauzate de interferente electromagnetice cu reteaua de alimentare). Ca si semnal
de test puteti folosi semnalul generat la lucrarea 1, iar pentru coeficientii filtrului
folositi urmatoarele valori:

/s
I

—_

-

22
QT

44



Lucrarea 5

Proiectarea filtrelor FIR

Filtrele FIR (Finite Impulse Response) sunt filtre implementate sub forma unui sistem
liniar invariant in timp cu functie de transfer de lungime finita. Asa cum am vazut
in lucrarea precedenta, aceste filtre sunt obtinute pornind de la un filtru ideal printr-o
limitare in timp a functiei de transfer. Filtrul ideal are o functie de transfer de tip sinus
cardinal, cu o lungime infinita. Pentru limitare in timp se aplica o fereastra de lungime
finita, care insa va rezulta in prezenta unor ripluri in banda de trecere, respectiv in
banda de taiere, asa cum se vede pe figura 5.1.

Aceste ripluri determina o deviere (d, respectiv J) fata de raspunsul ideal, adica
in banda de trecere putem avea o atenuare/amplificare de pana la 6, a semnalului util,
iar in banda de taiere poate sa ramana partial semnalul nedorit.

De asemenea, tranzitia intre banda de trecere si banda de taiere nu este instantanee,
ci exista o banda de tranzitie Intre w, si ws, In care componentele utile sunt taiate prea
mult, componentele nedorite sunt taiate prea putin. Semnalul de la intrare nu ar trebui
sa contina componente in aceasta banda de tranzitie pentru a avea o filtrare eficienta.

Pentru a proiecta un filtru FIR, trebuie sa gasim un compromis acceptabil intre

\]
&

0 Wp Ws

Figura 5.1. Functia de transfer a unui filtru trece jos real
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5. PROIECTAREA FILTRELOR FIR

marimea riplurilor si latimea benzii de tranzitie, tinand cont de componentele semna-
lului pe care dorim sa le filtram. Pentru a imbunatati raspunsul, putem recurge la
doua metode de proiectare:

o folosirea unei ferestre, care ofera o trecere mai lina catre 0 a semnalului, redu-
cand astfel riplurile rezultate de fenomenul Gibbs (oscilatii spectrale in cazul
unor treceri bruste din 1 in 0 a semnalului din domeniul timp), folosind diferite
tipuri de ferestre se poate gasi compromisul bun intre marimea riplurilor si forma
raspunsul in banda de tranzitie

 folosirea unui algoritm de optimizare pentru a reduce riplurile in benzile de trecere
si taiere, ignorand raspunsul in banda de tranzitie

5.1. Filtre FIR bazate pe ferestre

Pentru a proiecta un filtru FIR de forma standard in Matlab se foloseste functia fir1.
Aceasta primeste ca parametri ordinul filtrului, frecventa de taiere si optional tipul
filtrului, respectiv fereastra folosita. Sintaxa functiei este:

» h = firl(N, Wn, type, window);

Parametrii sunt:

N — ordinul filtrului, specifica numarul de poli in functia de transfer a filtrului,
in cazul filtrelor digitale aceasta se manifesta in lungimea vectorului de coeficienti
h care va avea N + 1 elemente

o Wn — frecventa de taiere normalizata la frecventa maxima (jumatatea frecventei
de esantionare); acest parametru poate fi si un vector cu mai multe frecvente de
taiere (obligatoriu in ordine crescatoare), caz in care filtrul creat va fi de tip trece
banda sau opreste banda

e type — un sir de caractere care specifica tipul filtrului, poate fi una din
(filtru trece jos), (filtru trece sus), (filtru trece banda) sau
(filtru opreste banda); daca acest parametru lipseste atunci se va crea
implicit un filtru trece jos in cazul in care Wn este scalar sau filtru trece banda
in cazul in care Wn este vector

o window — fereastra folosita pentru proiectarea filtrului, trebuie sa fie un vector
de lungime N + 1; ferestre uzuale pot fi create cu functiile boxcar, bartlett,
hamming, hann, kaiser, chebwin sau blackman; daca acest parametru nu este
specificat, atunci fir1 va folosi o fereastra Hamming creat implicit pentru ordinul
filtrului specificat
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5.1. FILTRE FIR BAZATE PE FERESTRE

De exemplu, pentru a crea un filtru trece jos, cu ordinul 64 si frecventa de taiere la
25 % din jumatatea frecventei de esantionare, vom folosi comanda:

» h = firl(64, );

Aceasta va rezulta Intr-un vector de 65 de elemente, care contine caracteristica de sinus
cardinal de lungime finita, asa cum se vede pe figura 5.2.

0.25
=
=
0
|

1 33 65

Numaérul de esantioane (n)

Figura 5.2. Functia de transfer in timp a unui filtru FIR
Raspunsul in frecventa a acestui filtru putem afla cu comanda :
» freqz(h);

rezultand in caracteristicile de magnitudine si faza de pe figura 5.3.

a T T T T

= 0

]

E 50

E:

= —100 | | | |

= 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Normalized Frequency ( x 7 rad/sample)
@ 0 T T T \
%O —500 |- .
= —1,000 - =
% —1,500 |- .
= —2,000 : : ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Normalized Frequency ( x 7 rad/sample)

Figura 5.3. Raspunsul in frecventa a filtrului de pe figura 5.2
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5. PROIECTAREA FILTRELOR FIR

Asa cum se vede si pe caracteristica, filtrele FIR sunt caracterizate de un raspuns in
faza liniar, care In majoritatea cazurilor poate fi ignorat, analiza acestor filtre impunand
mai mult studierea caracteristicii in magnitudine.

Putem vizualiza doar aceasta caracteristica, daca preluam rezultatele functiei freqz
si afisam doar magnitudinea spectrala:

» [m, w]l = freqz(h);
» plot(w, abs(m));

Pe figura 5.4 se vede raspunsul pe o scara liniara.Se poate observa riplurile in banda
de trecere si panta raspunsului din banda de tranzitie.

1 .

Magnitudine

INERS

Normalized frequency [rad/sample]

Figura 5.4. Magnitudinea raspunsului in frecventa a filtrului de pe figura 5.2

Banda de taiere poate fi observata mai greu pe o scara liniara din cauza ampli-
tudinilor mici. Pentru o mai buna vizualizare a acestora putem opta pentru o scara
logaritmica, exprimand magnitudinea in decibeli:

» plot(w, 20*logl0(abs(m)));

Figura 5.5 prezinta raspunsul pe o scara logaritmica, pe care se pot observa si riplu-
rile in banda de taiere, riplul maxim fiind in jur de —50dB. Pe de alta parte, riplurile
din banda de trecere sunt acum mai greu de observat. De asemenea, la interpretarea
pantei In banda de tranzitie trebuie sa tinem cont si de curbarea caracteristicii datorita
reprezentarii logaritmice.

In ambele cazuri, caracteristica a fost reprezentati in functie de pulsatia normaliza-
ta pe intervalul (0, 7), exprimat in radiani pe esantion. Filtrele sunt proiectate folosind
frecvente relative, normalizate la jumatatea frecventei de esantionare.
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—20

—40

—60

Magnitudine [dB]

-80

—100
0

Normalized frequency [rad/sample]

Figura 5.5. Magnitudinea raspunsului in frecventa a filtrului pe scara logaritmica

Celelalte tipuri de filtre, adica filtrul trece sus (fig. 5.6), filtrul trece banda (fig. 5.7)
respectiv opreste banda (fig. 5.8) putem proiecta aplicdnd si al treilea parametru op-
tional la functia firl. De exemplu, pentru a crea niste filtre cu caracteristici similare
cu cel prezentat anterior (banda de 25 percent din frecventa maxima si ordinul de 64)
cu urmatoarele comenzi:

» % trece sus

» h_highpass = firl(64, 0.75, )3

» % trece banda

» h_bandpass = firl(64, [0.25, 0.5]);

» % opreste banda

» h_bandstop = fir1(64, [0.25, 0.5], )8

Magnitudine [dB]

—100 :
0 T

[

Normalized frequency [rad/sample]

Figura 5.6. Raspunsul in frecventd a unui filtru trece sus
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—20

—40

Magnitudine [dB]

—80 H

~100 - )
0 5

N

Normalized frequency [rad/sample]

Figura 5.7. Raspunsul in frecventa a unui filtru trece banda

0
£ 20| |
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T a0l .
=
=%0)
S 60| |
=
—80 | |
0 ; 3 "

Normalized frequency [rad/sample]
Figura 5.8. Raspunsul in frecventa a unui filtru opreste bandda
Pe langa filtrele obisnuite (trece-jos, trece-sus, trece-banda, opreste-banda), se poa-

te construi si filtre cu raspuns in frecventa arbitrar. Pentru a realiza acest lucru in
Matlab se foloseste functia fir2 cu urmatoarea sintaxa:

» fir2(N, F, M)

Parametrii acestuia sunt:
o N — ordinul filtrului, la fel ca la firl

e [ — vector cu frecvente normalizate, pentru care se doreste definirea unui ras-
puns, acest vector va avea valorile Intre 0 si 1, asezate in ordine crescatoare,
valoarea 0 si 1 trebuie sa fie prezent obligatoriu

e M — valorile din raspunsul dorit corespunzatoare punctelor de frecventa definite
in F
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FILTRE FIR BAZATE PE FERESTRE

0

s
2

™

Figura 5.9. Exemplu de un raspuns in frecventa arbitrar

De exemplu, daca vrem sa obtinem un raspuns in spectru de forma prezentata pe
figura 5.9, putem sa folosim urmatoarea secventa de cod:

» h = fir2(64, [0,3/8,4/8,4/8+1/
‘—>[7;)): ) ]);

» [m, w] = freqz(h);

» plot(w, (abs(m)));

ceea ce rezulta in figura 5.10.

)/_/ 3/;]’
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Figura 5.10. Raspunsul in frecventa proiectat a unui filtru arbitrar
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5. PROIECTAREA FILTRELOR FIR

5.2. Filtrul optim

Filtrele bazate pe ferestre lasa o deviatie destul de mare fata de forma dorita a ras-
punsului in frecventa din cauza riplurilor si a benzii de tranzitie prezente. Putem sa
optam Insa pentru aplicarea unui algoritm iterativ de optimizare pentru a minimiza
eroarea fata de raspunsul dorit.

Considerand functia de raspuns in frecventa de forma:

H(e??) = e INw/2630 F (1) (5.1)

unde H (w) este functia de raspuns reald, cu care putem defini functia de eroare pon-
derata fata de raspunsul dorit D(w) cu:

(w) = W(w) [Ff(w) . D(w)] (5.2)

Functia pondere W (w) putem defini in functie de amplitudinea maxima permisa a
riplurilor in banda de trecere ¢, si In banda de taiere J, sub forma:

W(w) = (5.3)

5y~ ..
£ in banda de taiere

{1, in banda de trecere
ds

Realizarea unui filtru optim poate fi facuta prin gasirea unui set de coeficienti care
sa conduca la minimizarea valorilor maxime ale functiei de eroare de-a lungul benzilor
de trecere si de taiere. Solutia acestei probleme este oferita de Parks si McClellan si
este implementata si In Matlab prin functia firpm. Aceasta are urmatoarea sintaxa
(similar cu fir2):

» firpm(N, F, M)
sau optional:
» firpm(N, F, M, W)

Parametrii acestei funci;ii sunt:
e N — ordinul filtrului, la fel cu fir2

o I — vector cu frecvente normalizate, similar cu fir2, un vector care va avea
valori Intre 0 si 1 inclusiv, in ordine crescatoare, diferenta fata de fir2 este ca in
acest caz numarul elementelor din vector trebuie sa fie obligatoriu un numar par,
fiecare pereche de frecventa specificand defapt marginile unor benzi (de taiere sau
de trecere) intre care se face optimizarea functiei de eroare, benzile ramase intre
aceste perechi e considerata banda de tranzitie si este ignorata de algoritmul de
optimizare
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5.2. FILTRUL OPTIM

o M — magnitudinile corespunzatoare frecventelor enumerate in parametrul £, in
benzile de interese (taiere sau trecere) se considera interpolarea liniara intre mag-
nitudinile specificate pentru cele doua margini ale benzi, in benzile de tranzitie
magnitudinea este ignorata

o W — coeficientii functiei de pondere pentru fiecare banda de interes, acest vec-
tor are jumatatea numarului de elemente din vectorul de frecvente, si contine
coeficientul considerat pentru fiecare pereche de frecventa, cand lipseste acest
parametru, se considera un filtru echiriplu, adica ripluri permise egale atat in
banda de trecere cat si in banda de taiere

De exemplu, daca vrem sa construim un filtru echiriplu trece jos, de ordinul 15, cu
banda de trecere pana la 7 si banda de tdiere peste 3{, putem crea cu codul:

» N =15; F = [0 1/4 3/8 1]; M = [ 1; w=1[11];
» h firpm(N, F, M, W);

» [m f] = freqz(h);

» plot(F*pi, M, f, real(m.*exp(j*f*(N+1)/2)))

» axis([0 pi - 1)

In urma acestor comenzi obtinem graficul de pe figura 5.11. Putem observa riplurile
maxime de aceeasi amplitudine si in banda de trecere si in banda de taiere.

1 —— Raspunsul dorit
—— Raspunsul obtinut

Raspunsul filtrului

3m T
8

N

Frecventa normalizata [rad/esantion)]

Figura 5.11. Raspunsul in frecventda a unui filtru optim
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5. PROIECTAREA FILTRELOR FIR

5.3. Exercitii

i

1. Studiati raspunsurile in frecventa a unor filtre FIR create cu ajutorul functiilor
firl, fir2 si firpm cu diferite combinatii de ordin a filtrului, latimea de banda
si fereastra folosita pentru toate formele de raspuns (trace jos, trece sus, trece
banda, opreste banda, multi-banda).

2. Separati semnalul generat la lucrarea 1 in cele doua componente alcatuitoare,
prin proiectarea si folosirea unui filtru trece jos care pastreaza componenta de
50 Hz si a unui filtru trece sus care pastreaza componenta de 220 Hz.

3. Separati semnalul de 300 Hz din semnalul stocat in fisierul s.mat @ (frecventa

de esantionare pentru acest semnal fiind de 8 kHz). Vizualizati semnalul inainte
si dupa implementarea operatiei de filtrare.
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Lucrarea 6

Proiectarea filtrelor lIR

Filtrele IIR (Infinite Impulse Response) sunt filtre recursive construite din doua blocuri
LIT conform figurii 6.1.

o(t) ——  b(t) y(t)

a(t)

Figura 6.1. Filtru IIR cu reactie

Aceste filtre pot fi proiectate pornind de la corespondentul analogic (filtre Butte-
rworth sau Chebyshev) definite prin functia de raspuns in frecventa:
P(s)

D(s)

H(s) = (6.1)

Prin aplicarea transformatei biliniara (descrise in capitolul 4) putem obtine transfor-
mata z a functiei de transfer, care poate fi rescrisa sub forma:

by bz 4 by gz
C ltagzl 4 day_gz N

H(z)

(6.2)

din care se pot extrage coeficientii b si a ai celor doua sisteme LIT si care pot fi folositi
mai departe In operatia de filtrare cu functia filter(b,a,x) din Matlab.

Ordinul N a filtrului IIR este dat de numarul de poli sau zerouri din functia de
transfer, si similar cu filtrele FIR, in cazul filtrelor digitale vom avea vectorii b si a de
lungime N + 1.

Raspunsul in timp a acestor filtre tinde spre infinit datorita reactiei in sistem, ceea
ce permite sa obtinem un raspuns dorit cu un ordin mic. Artefactele (ripluri si interval
de tranzitie) prezentate in cazul filtrelor FIR (figura 5.1) sunt prezente si la filtrele IIR,
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6. PROIECTAREA FILTRELOR IIR

dar putem obtine valori similare cu filtre FIR folosind un ordin mult mai mic. Asta
inseamna ca filtrarea cu un filtru IIR poate fi realizata mult mai eficient computational
decat cu un filtru FIR.

Pe de alta parte, un dezavantaj al filtrelor IIR sunt problemele de stabilitate. Spre
deosebire de filtrele FIR, filtrele IIR pot deveni instabile datorita reactiei In sistem.

6.1. Tipuri de filtre IIR

In functie de caracteristicile raspunsului in frecventa, mai ales in ce priveste liniari-
tatea, respectiv lipsa sau prezenta riplurilor, filtrele IIR pot fi categorizate in filtre
Butterworth, filtre Chebyshev (tipul I si tipul II) si filtre eliptice.

Filtrul Butterworth

Filtrele de tip Butterworth sunt caracterizate prin faptul ca ele ofera un raspuns liniar
(fara ripluri semnificative) in banda de baza si banda de taiere, in acelasi timp insa
prezinta o banda de tranzitie foarte larga. Raspunsul acestor filtre se aseamana cu cel
al filtrelor FIR, avand nevoie insa de un ordin mult mai mic pentru a atinge aceleasi
caracteristici.

Un filtru Butterworth poate fi proiectat in Matlab cu functia butter:

» [b a] = butter(N, Wn, type);

Parametrii sunt asemanatori cu cele ale functiei fir1, astfel:

e N — ordinul filtrului, specifica numarul de poli si zerouri in functia de transfer,
atat vectorul de coeficienti b cat si vectorul de coeficienti a vor avea N+1 elemente

o Wn — frecventa de taiere normalizata la frecventa maxima (jumatatea frecventei
de esantionare), acest parametru poate fi si un vector cu doua frecvente de taiere,
caz in care filtrul generat va fi de tip trece banda sau opreste banda, nu se permite
creare filtrelor cu mai multe benzi de trecere/taiere

 type — optional, un sir de caractere care specifica tipul filtrului, poate lua valorile

(filtru trece jos), (filtru trece sus), (filtru trece banda)

sau (filtru opreste banda); daca acest parametru lipseste atunci se creeaza
un filtru trece jos sau trece banda (in functie de continutul parametrului Wn

De exemplu pentru a crea un filtru IIR trece jos de tip Butterworth de ordinul 5
si frecventa de taiere la 25 % din jumatatea frecventei de esantioane putem folosi de
urmatoarea comanda:
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6.1. TIPURI DE FILTRE IIR

» [b, a] = butter(5, e

Analizand raspunsul in frecventa cu comanda

» freqz(b,a);

obtinem figura 6.2.
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Figura 6.2. Raspunsul in frecventa a unui filtru Butterworth

Primul lucrul pe care putem observa la raspunsul filtrului Butterworth este ca, spre
deosebire de filtrele FIR, aceasta nu mai are un raspuns in faza liniara. Mai ales in
zona de trecere dintre banda de taiere si banda de trecere putem observa schimbari
mari de liniaritate si in raspunsul in faza. Defapt, acest lucru este caracteristic la toate
filtrele IIR, nici un filtru cu reactie nu va avea faza liniara. Conditia pentru a avea un
filtru cu raspuns liniar este ca polii filtrului sa fie asezati simetric fata de cercul unitate,
deci sa avem poli si In interiorul cercului unitate si in afara. Pe de alta parte conditia
de stabilitate a filtrului impune ca toti polii sa se afle in interiorul cercului unitate, un
pol in afara cercului invariabil conduce la un filtru instabil.

Raspunsul in magnitudine a filtrului Butterworth prezinta insa o liniaritate foarte
buna in banda de trecere, si considerand o scara logaritmica si in banda de taiere.
Aceasta insa Inseamna o tranzitie Intre banda de trecere si banda de taiere destul de
larga. Daca analizam raspunsul in magnitudine pe o scara liniara putem observa mai
clar si aceasta banda de tranzitie. Pe figura 6.3 se poate vedea raspunsul pe scara
liniara a filtrului din exemplul precedent. Putem observa frecventa de taiere, care prin
conventie este considerata frecventa la care raspunsul ajunge la —3 dB, echivalent cu

g din amplitudinea sau jumatate din puterea semnalului.
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Figura 6.3. Raspunsul in frecventa a unui filtru Butterworth pe scara liniard

Filtrele Chebyshev

Spre deosebire de filtrele Butterworth, filtrele bazate pe polinoamele Chebyshev permit
prezenta unor ripluri, fie in banda de trecere fie in banda de tiiere. In functie de banda
in care sunt prezente aceste ripluri vorbim despre filtre Chebyshev de tipul I (cu ripluri
in banda de trecere) sau de filtre Chebyshev de tipul II (cu ripluri in banda de taiere).

Aceste filtre pot fi create In Matlab cu functiile cheby1 si cheby2 avand urmatoarea
sintaxa:

» [b, al
» [b, al

cheby1(N, Rp, Wn, type);
cheby2(N, Rs, Wn, type);

Parametri N, Wn si type sunt aceleasi ca la functia butter, reprezentand ordinul fil-
trului, frecventa de taiere normalizata si tipul filtrului (asta din urma fiind optional).
Diferenta fata de filtre Butterworth este data de parametri:

e Rp — riplul maxim in banda de trecere, parametrul defineste diferenta varf la
varf a riplurilor in banda de trecere, exprimat in dB; prin conventie pentru a
putea considera banda de trecere, riplurile in aceasta banda trebuie sa fie mai
mici de 3dB

e Rs — riplul maxim in banda de taiere, acest parametru, exprimat tot in dB,
defineste atenuarea riplului maxim fata de varful benzii de trecere; prin conventie,
pentru a putea considera banda de taiere, aceasta atenuare trebuie sa fie de cel
putin 3dB

Cate un exemplu pentru astfel de filtre poate fi vazut pe figura 6.4 creat cu comen-
zile:
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6.1. TIPURI DE FILTRE IIR

» [b, a] = chebyl(5, 1, 0.25);
» figure; freqz(b,a);
» [b, a] = cheby2(5, 20, 0.25);
» figure; freqz(b,a);
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Figura 6.4. Raspunsul in frecventa a filtrelor Chebyshev tipul I (a) si tipul II (b)

Datorita rezolutiei graficului cu raspunsul filtrului Chebyshev de tipul I, riplurile
din banda de trecere sunt mai greu de observat, dar pe un grafic cu scara liniara
sunt mai clar vizibile. Riplul de 1dB specificat in exemplul precedent corespunde la
aproximativ 89 % din semnal. Pe figura 6.5 este prezentat raspunsul acestui filtru pe
o scara liniara.
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Figura 6.5. Raspunsul in frecventa a unui filtru Chebyshev de tipul I pe scara liniara
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6. PROIECTAREA FILTRELOR IIR

Se poate observa si o caracteristica specifica functiilor cheby1 respectiv cheby?2 din
Matlab, si anume faptul ca parametrul Wn care precizeaza frecventa de taiere a filtrului
proiectat, de fapt precizeaza frecventa la care raspunsul filtrului paraseste riplul maxim
precizat de parametrul Rp In cazul functiei chebyl respectiv cand ajunge la riplul
maxim precizat de parametrul Rs in cazul functiei cheby?2. Aceasta caracteristica indica
o deviere fata de conventia pentru frecventa de taiere de —3 dB si trebuie avut grija la
alegerea corecta a frecventei de taiere pentru a obtine raspunsul dorit in frecventa.

Filtrul eliptic

Filtrul eliptic este un filtru IIR cu ripluri atat in banda de trecere cat si in banda de
taiere. Datorita acestor ripluri acest filtru este caracterizat si de o banda de tranzitie
foarte Ingusta. Un filtru eliptic poate fi creat in Matlab cu functia ellip, avand
urmatoarea sintaxa:

» [b, a] = ellip(N, Rp, Rs, Wn, type);

Parametrii sunt aceeasi ca la filtre Chebyshev de tipul I si II, dar putem observa
prezenta atat a parametrului Rp corespunzator riplului maxim in banda de trecere
cat si Rs corespunzator riplului maxim in banda de taiere. Acesti doi parametri sunt
precizati ca si la filtrele Chebyshev in decibeli fata de valoarea de varf din banda
de trecere. Ceilalti parametri sunt cei obisnuiti, N ordinul filtrului care determina
si numarul de coeficienti in vectorii rezultati, Wn frecventa de taiere normalizata la
jumatatea frecventei de esantionare si type tipul filtrului dorit.

De notat este faptul ca, spre deosebire de filtrele Chebyshev, frecventa de taiere
specificata printre parametrii functiei ellip, precizeaza frecventa la care raspunsul
ajunge la —3dB, asa cum prevede conventia.

Un exemplu similar cu cele prezentate anterior—filtru trece jos de ordinul 5 cu
frecventa de taiere la 25% din jumatatea frecventei de esantionare, riplul in banda
de trecere de 1dB si riplul iIn banda de taiere de —20dB, cu raspunsul in frecventa
prezentat pe figura 6.6—poate fi obtinut cu comanda:

» [b al] = ellip(5, 1, 20, );
» freqz(b,a)

Aspectul cel mai important ce putem nota analizand graficul cu raspunsul in frec-
venta este tranzitia foarte abrupta intre banda de trecere si banda de tranzitie.

Pentru a vedea mai bine diferentele intre diferite tipuri de filtre IIR, putem re-
prezenta raspunsul in frecventa pe aceeasi grafic. Cele patru exemple anterioare sunt
prezentate pe figura 6.7 pe o scara liniara. Se poate observa ca filtrul Butterworth are
banda de tranzitie cea mai larga, filtrul eliptic are tranzitia cea mai abrupta, iar filtrele
Chebyshev se aseaza undeva intre cele doua. Se mai observa si faptul ca filtrele Che-
byshev au frecventa de taiere conventionala la —3 dB deplasate fata de celelalte pentru
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Figura 6.6. Raspunsul in frecventa a unui filtru eliptic

ca functia de proiectare a acestor filtre considera valorile precizate pentru ripluri in loc
de valoarea conventionala.
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Figura 6.7. Raspunsul in frecventa a unui filtrelor IIR

6.2. Stabilitatea filtrelor IIR

O problema semnificativa la proiectarea filtrelor IIR o reprezinta problemele de stabi-
litate. Datorita faptului ca filtrele IIR sunt filtre cu reactie, trebuie sa ne asiguram ca
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6. PROIECTAREA FILTRELOR IIR

reactia sa fie negativa In orice situatie pentru a avea un sistem stabil. Functiile mate-
matice pentru proiectarea filtrelor Butterworth si Chebyshev in sine genereaza sisteme
stabile. Din pacate, operatiile matematice discrete din calculator introduc o eroare de
cuantizare care poate rezulta in filtre instabile.

Un exemplu elocvent pentru analiza efectelor de cuantizare asupra stabilitatii filtre-
lor obtinem prin simulare numerica in Matlab a unei reprezentari pe virgula fixa. Cu
comenzile urmatoare putem simula o reprezentare a coeficientilor unui filtru generat
in exemplele anterioare pentru o arhitectura cu virgula fixa pe 8.8 biti (8 biti partea
intreaga, 8 biti partea fractionala):

» [b a] = ellip(5, 1, ) IE
» bx = round(b * ) / 2
» ax = round(a * ) / 2

» freqz(bx, ax);

Rezultatul acestor comenzi poate fi vazut pe figura 6.8. Raspunsul filtrului cu coe-
ficientii cuantizati nu se mai incadreaza in intervalul subunitar, ci anumite componente
de frecventa vor fi amplificate semnificativ, ceea ce, la folosirea unui astfel de filtru pe
un semnal, va conduce la saturatia completa a semnalului la iesire.
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Figura 6.8. Raspunsul in frecventa a unui filtru eliptic cu coeficientii cuantizati la 8.8 biti

Problemele de stabilitate cauzate de erorile de cuantizare depind foarte mult si
de gama dinamica a coeficientilor. Cu cat e mare aceasta, cu atat avem nevoie de
o rezolutie de cuantizare mai mare pentru a tine erorile sub limite acceptabile. In
exemplul precedent coeficientii filtrului sunt aproximativ:
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0.094328 -0.144354 0.099814 0.099814 -0.144354 0.094328

1.0000 -3.3561 5.3317 -4.6614 2.2611 -0.4758

Acesti coeficienti, desi au o gama dinamica mai mare decat ce poate fi reprezentat pe 8.8
biti, au totusi o gama dinamica suficient de mica, pentru ca in cazul unei cuantizari de
16.16 biti, filtrul sa raména stabil. Daca insa crestem ordinul filtrului, atunci obtinem
niste coeficienti a caror gama dinamica sa nu mai poata sa fie reprezentata cu succes
nici pe o cuantizare de 16.16 biti. Continuand exemplul precedent, un filtru eliptic cu
parametri similari, dar de ordinul 15 va avea coeficientii aproximativ:

b =
0.029304 -0.243243 1.015909 -2.731630 5.150885 -6.925690 6.253431
-2.547461 -2.547461 6.253431 -6.925690 5.150885 -2.731630 1.015909
-0.243243 0.029304

Q=

1.0000 -10.637 55.950 -191.26 472.82 -892.34 1325.2 -1574.7 1508.2
-1163.9 717.86 -347.72 128.20 -34.029 5.8317 -0.48862

Pe figura 6.9 se vede rezultatul cuantizarii la 16.16 biti a filtrului de ordinul 5 si de
ordinul 15 suprapus cu raspunsul filtrului fara cuantizare.

Ordinul 5 Ordinul 15
0 20 ‘
= —— fara cuantizare ) —— fara cuantizare
=, —— cu cuantizare = 0 ——cu cuantizare |
@ @
g ~20p £ —20
kS| S|
£ £
.go .go _40
= —40 | S
= = —60
| |
0 T m 0 T m
Frecventa normalizatd [rad/esantion] Frecventa normalizatd [rad/esantion]

Figura 6.9. Raspunsul in frecventa a unor filtre eliptice cu coeficientii cuantizati la 16.16
biti

Avand 1In vedere ca si coeficientii cu care facem comparatia sunt cuantizati, chiar
daca la virgula mobila cu dubla precizie, este clar ca filtrele proiectate in Matlab in sine
pot sa fie instabile, daca gama dinamica a coeficientilor este una prea mare. Ordinul
prea mare al filtrului, ripluri maxime mai mici sau banda de trecere prea ingusta poate
rezulta intr-un filtru instabil.
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Un exemplu de filtrul eliptic de ordinul 15, ripluri la % respectiv 80 dB si latimea

de banda de 5% din frecventa de esantionare va avea un raspuns clar instabil si cu
coeficienti reprezentati in virguld mobila, asa cum se vede pe figura 6.10.
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Figura 6.10. Raspunsul in frecventda a unor filtre eliptice cu coeficientii cuantizati la 16.16
biti
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3. Exercitii

H

1. Studiati raspunsurile in frecventa a unor filtre IIR create cu ajutorul functiilor
butter, chebyl, cheby2 si ellip, cu diferite combinatii de ordin a filtrului, la-
timea de banda si ripluri maxime (acolo unde e cazul), pentru toate formele de
raspuns (trece jos, trece sus, trece banda, opreste banda). Urmariti in special si
stabilitatea filtrului pentru setul de parametri ales.

2. Separati semnalul generat la lucrarea 1 in cele doua componente alcatuitoare,

prin proiectarea si folosirea unui filtru IIR trece jos care pastreaza componenta
de 50 Hz si a unui filtru IIR trece sus care pastreaza componenta de 220 Hz.

3. Separati semnalul de 300 Hz din semnalul oferit in exercitiul 3 de la lucrarea 5

folosind un filtru IIR. Vizualizati semnalul inainte si dupa implementarea operatie
de filtrare si comparati rezultatele cu cele ale folosirii unui filtru FIR.



Lucrarea 7

Schimbarea ratei de esantionare

7.1. Importanta frecventei de esantionare

Conform teoremei esantionarii, un semnal poate fi refacut corect si complet din esan-
tioanele sale daca frecventa de esantionare satisface criteriul Nyquist:

Pentru a putea satisface acest criteriu, spectrul semnalului respectiv trebuie sa fie
marginit de o frecventa maxima f,, ca in figura 7.1.

A

"m0 A

Figura 7.1. Spectrul unui semnal mdrginit

Criteriul Nyquist este dat de faptul ca, dupa esantionare, spectrul semnalului va fi
replicat centrat pe fiecare multiplu al frecventei de esantionare. Din figura 7.2 se poate

A

2], ~f & 0 -

vof5r

s 2fs

Figura 7.2. Spectrul replicat al unui semnal esantionat corect
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vedea clar ca, pentru esantionare corecta, adica pentru ca replicile spectrale sa nu se
suprapuna, vom avea nevoie ca jumatatea frecventei de esantionare sa fie cel putin
egala cu frecventa maxima din semnalul original.

Daca criteriul Nyquist nu este respectat, atunci replicile spectrale se vor suprapune,
fenomen ce poartd numele de aliere (vezi fig. 7.3). In acest caz, semnalul analogic
original nu mai poate fi refacut corect din esantioanele sale.

A

_2fs _fs fs 2fs

Figura 7.3. Spectrul unui semnal subesantionat, afectat de aliere
Putem simula acest efect in Matlab, pornind de la un semnal esantionat la o frecven-

ta mai mare, pe care sa aplicam un efect esantionare-memorare la o rata mai scazuta.
De exemplu, pornind de la un semnal esantionat la 8 kHz:

» t = (0: )/ ;
» S = *sin(2*pi* *t) + *sin(2*pi* *t+pi/4);

vom simula o esantionare la frecventa de 1 kHz, prin selectarea a fiecarui al 8-lea esan-
tion si memorarea acestuia pe parcursul urmatoarelor 7 esantioane:

» X = s(floor((0: )/8)*8+1);
afisand aceasta cu:

» w = 0: / : * /
» stem(w,abs(fft(x))(

-
~
—

-

obtinem figura 7.4, pe care putem observa componentele originale de 125 si 250 Hz din
semnal, cat si replicile acestuia centrate pe multiplii frecventei de esantionare.

Pentru refacerea semnalului original din esantioane, practic va trebui sa eliminam
replicile spectrale. Acest lucru putem realiza prin aplicarea unui filtru trece-jos ideal
cu frecventa de taiere la jumatatea frecventei de esantionare, ca in figura 7.5.

Asa cum s-a vazut in lucrarile anterioare, filtrarea ideala nu este realizabila in
practica, filtrele reale vor avea un raspuns cu o tranzitie mai lina intre banda de trecere
si banda de taiere. Si trebuie sa notam si faptul ca pentru refacerea semnalului analogic
filtrarea trece jos va trebui realizata dupa iesirea digitala cu filtre analogice. Acest filtru
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Figura 7.4. Replicile spectrale a unui semnal esantionat la 1kHz
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Figura 7.5. Refacerea semnalului din esantioane cu filtru trece jos ideal

analogic probabil va avea si un ordin foarte mic, datorita costurilor, ceea ce Inseamna
un interval de tranzitie foarte mare in raspunsul filtrului.

Aplicand un astfel de filtru analogic pentru refacerea unui semnal esantionat exact
la frecventa Nyquist va rezulta in pastrarea a multor componente armonice la iesire

(vezi fig. 7.6).

“of, “f. L 0 | 1, o

2

vof5r

Figura 7.6. Refacerea semnalului din esantioane cu filtru trece jos real

Pentru a reduce distorsiunea armonica in semnalul analogic refacut din esantionare,
considerand doar posibilitatea folosirii unor filtre de ordin redus, trebuie sa avem o
frecventa de esantionare mult mai mare decat frecventa Nyquist (fig. 7.7).
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~f L 0 2 /s

Figura 7.7. Reducerea distorsiunilor armonice prin folosirea unei frecvente de esantionare
mare

Un alt aspect important al alegerii frecventei de esantionare este efectul indirect
asupra zgomotului de cuantizare din semnalul discretizat. Asa cum s-a vazut in lu-
crarea 1, nivelul zgomotului de cuantizare depinde exclusiv de numarul de biti folositi
pentru reprezentarea esantioanelor. Puterea zgomotului de cuantizare, datorat circu-
itului de conversie analog-digitala, dar si de efectul lungimii de cuvant finit la fiecare
operatie matematica asupra semnalului, va fi identica indiferent de frecventa de esan-
tionare. Pe de alta parte, zgomotul acesta este asimilat unui zgomot distribuit uniform,
ceea ce inseamna ca nu are un spectru marginit, si implicit va fi supus fenomenului de
aliere la esantionare. Dupa cum se vede si pe figura 7.8, daca alegem o frecventa de
esantionare mai mare, o parte mai mica din zgomotul de cuantizare va fi direct supra-
pus peste semnalul util. Astfel, daca la finalul lantului de prelucrare aplicam un filtru
trece jos, putem sa inlaturam o parte din zgomotul introdus de lantul de prelucrare in
sine si sa imbunatatim raportul semnal-zgomot in semnalul rezultat.

A A

semnal

0] fu L 0 fn L

Figura 7.8. Distributia zgomotului de cuantizare la frecventa de esantionare micd (a)
respectiv mare (b)

Bineinteles, cresterea prea mare a frecventei de esantionare are si dezavantajele
proprii. Circuitele de esantionare-cuantizare rapide ce permit o frecventa de esantionare
mai mare sunt mai scumpe. O frecventa de esantionare mai mare rezulta si intr-un
numar mai mare de esantioane, ceea ce inseamna costuri suplimentare pentru stocare
si pentru transmisia la distanta a datelor.
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De aceea se practica schimbarea ratei de esantionare in interiorul blocului de pro-
cesare digitala. Datele se stocheaza la o frecventa de esantionare mai mica, inainte de
a incepe prelucrarea se schimba frecventa de esantionare la una mai mare, iar dupa
terminarea prelucrarilor se schimba frecventa de esantionare inapoi la o valoare mai
mica. Aceasta include si avantajul ca filtrele trece jos digitale pot fi implementate in
lantul de prelucrare digitala la un ordin superior cu un cost relativ redus.

7.2. Cre§terea ratei de esantionare

Cresterea ratei de esantionare, numita interpolare, este realizata prin introducerea unor
esantioane suplimentare intre esantioanele curente ale semnalului. In Figura 7.9 puteti
observa semnalul original, reprezentat de patratele albastre, si esantioanele ce trebuie
adaugate reprezentate cu x.

1 [— .XX. —
X X
X X
| |
X X
X X
Om [ ] 8 |
X X
X X
[ [
X X
X X
—1L [V | n
0 2

Figura 7.9. Exemplu de interpolare

Pentru a calcula valorile esantioanelor ce trebuie adaugate putem folosi o metoda de
interpolare, de exemplu interpolare liniara sau interpolare de tip spline. Interpolarea
liniara este poate cea mai simpla metoda, care insa nu prezinta continuitate in jurul
esantioanelor vechi, introducand astfel o distorsiune semnificativa in semnal. Pentru a
putea reproduce curbura originala, avem nevoie de o interpolare care tine cont de mai
multe esantioane (nu numai vecinii imediati, cum se Intdmpla In cazul interpolarii lini-
are), de exemplu interpolarea cubica foloseste polinoame de gradul 3 pentru calcularea
noilor valori dintre doua esantioane existente, polinoame ce sunt determinate din cel
putin 4 esantioane vecine.

Cateva interpolari simple, disponibile in Matlab prin intermediul functiei interpl
sunt prezentate pe figura 7.10, generata cu secventa de cod:

» X = 0: 01

» y = sin(2 * ptl * x);

» xi = 3dlg

» ynear = interpl(x, y, xi, )3
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7. SCHIMBAREA RATEI DE ESANTIONARE

» ylin = interpl(x, y, xi, );

)
» ypchip = interpl(x, y, xi, )3
» yspline = interpl(x, y, xi, )3
» yi = sin(2 * pl * xi);
» plot(xi, yti, , X1, ynear, xi, ylin, xi, ypchip, xi, yspline,
= X, Y, )3
1 ——
original
——nearest
—— linear
pchip
—— spline
0
—1 L | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 7.10. Exemple de interpolare

Dupa cum se poate observa, polinoamele de interpolare cu gradul mai mare aproxi-
meaza mai bine semnalul original. Interpolarea Lagrange, care foloseste polinoame de
gradul n (egal cu numarul total de esantioane), poate oferi o aproximare si mai buna,
dar costurile computationale vor fi foarte mari.

O alta abordare, mai avantajoasa din punct de vedere computational, este realizarea
interpolarii prin doi pasi. Mai intai crestem numarul de esantioane prin introducerea
unor esantioane noi de valoare 0 Intre esantioanele vechi. Aceasta operatie va avea ca
efect aparitia in spectru a unor imagini ale semnalului centrat pe multiplii frecventei
de esantionare originale. Imaginile pot fi eliminate cu un filtru anti-imagine, un filtru
trece jos de ordine superioara avand frecventa de taiere egal cu inversul factorului de
interpolare, adica ;; Astfel operatia de interpolare poate fi reprezentata pe blocuri
ca 1n figura 7.11.

Efectul acestei abordari asupra unui semnal esantionat poate fi observat pe
Fig. 7.12, care prezinta semnalul original, semnalul interpolat, in care intre fiecare
esantion original s-a inserat cate un esantion nou de valoarea 0, respectiv rezultatul
filtrarii trece jos. Pe graficul cu spectru se poate observa aparitia imaginii de frecventa

z[n] TN — Il% k]

Figura 7.11. Interpolare cu factor intreg N
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Semnal esantionat Spectrul discret
— 1 1
. o
gl sl
g =
| 0 o
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Semnal interpolat cu zerouri Spectrul semnalului interpolat
— 1 1
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= g
= 0 H
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- 1 0 o
0 1 0wo T
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Figura 7.12. Interpolarea unui semnal prin introducere de zerouri si filtrare trece jos.

inalta, care este eliminata cu filtrul trece jos, rezultand in semnal identic cu semnalul
original, dar cu numarul de esantioane dublate. In acelasi timp se poate observa ca
amplitudinea semnalului rezultat scade datorita scaderii puterii totale a semnalului la
inserarea de esantioane de valoare 0, ceea ce poate fi contracarat cu o amplificare cu
un factor egal cu factorul de interpolare.

Aceasta operatie de crestere a ratei de esantionare prin introducere de zero-uri si
filtrare trece jos este implementata in Matlab de functia resample. Folosind semnalele
de pe figura 7.10 putem compara si rezultatul acestei functii cu cel al interpolarii
polinomiale, cu urmatoarea secventa de cod:

» yr = resample(y, , 1)
» plot(xi, yi, ,» X1, yspline, xi, yr(1:length(xi), x, vy, );
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I I
original
1r IR ——resample

—— spline

0.95
0.9

0.85 - h

| | | | | | | |
0.18 0.2 022 024 026 0.28 0.3 0.32

Figura 7.13. Comparatie intre resample si interpolare polinomiala

Datorita modului de adaugare de zerouri, pentru o comparare corecta, lungimea sec-
ventei interpolate trebuie ajustata sa corespunda cu cea realizata prin interpolare po-
linomiala. De asemenea, semnalul original poate fi extins pentru a acomoda calarea
filtrului trece jos. Rezultatul operatiei este prezentat pe figura 7.13 folosind o marire
a imaginii Intr-o zona pentru a vedea mai bine diferentele fata de semnalul original.

In conditiile in care factorul de interpolare (raportul dintre frecventele de esantio-
nare) este unul relativ mic, atunci aceasta abordare poate fi mai avantajoasa, pentru
ca filtrarea trece jos ajuta si la Imbunatatirea raportului semnal-zgomot, asa cum s-a
vazut mai inainte, si deseori face parte din lantul de prelucrare.

7.3. Scaderea ratei de esantionare

Scaderea ratei de esantionare, numita decimare, este realizata prin renuntarea la anu-
mite esantioane. Este o metoda complementara cu interpolarea, de exemplu, pentru
cazul din Figura 7.9, elimindm esantioanele marcate cu x, ramanand doar esantioanele
marcate cu patratele.

Trebuie avut insa grija la aparitia fenomenului de aliere: daca exista componente
cu frecvente mai mari decat jumatatea noii frecvente de esantionare, acestea se vor
suprapune componentelor semnalului util. Pentru a evita acest lucru inainte de deci-
mare, semnalul original trebuie trecut printr-un filtru anti-aliere, un filtru trece-jos cu
frecventa la jumatatea frecventei de esantionare noi (vezi figura 7.14).

z[n] l [ m—r%

Figura 7.14. Decimare cu un factor intreq M

Daca nu aplicam filtrul de antialiere, atunci eventualele distorsiuni armonice da-
torita operatiilor de prelucrare pot fi suprapuse peste semnalul original, distorsionand
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1 — —
‘.ﬁ ﬁ.‘ Doriginal
‘I« decimare fara antialiere
decimare cu aliere
(0k::5 R &® i3] R
g B g 7
-1 _ .
0 ™

Figura 7.15. Efecte de aliere asupra semnalului dupd interpolare si decimare

acesta (prin amplitudine sau fazd), asa cum este exemplificat pe figura 7.15. Aici
esantioanele semnalului original (marcate cu o) au fost interpolate, apoi pe semnalul
interpolat s-au adaugat niste armonici superioare si s-a decimat inapoi la rata de esan-
tionare original Intr-o varianta fara filtru antialiere (marcata cu «) si intr-o varianta
cu filtru antialiere (marcata cu «). Se poate observa cum rezultatul decimarii folosind
filtrul antialiere se apropie mai bine de semnalul original.

7.4. Schimbarea ratei de esantionare cu un factor
ral:ional

Operatiile de interpolare si decimare prin introducerea/eliminarea esantioanelor, pre-
zentate anterior, permit schimbarea ratei de esantionare doar cu un factor intreg.

In multe situatii nsa este de dorit schimbarea ratei de esantionare cu un factor
rational. Un exemplu clasic este conversia intre o rata de esantionare a semnalelor
audio de la 44100 Hz (audio CD) la 48 kHz (digital audio).

Pentru realizarea unei asemenea schimbari, semnalul original trebuie interpolat la
o frecventa care reprezinta cel mai mic multiplu comun al celor doua frecvente de
esantionare, dupa care trebuie decimat la noua frecventa de esantionare. Cele doua
filtre trece-jos (filtrul anti-imagine de la interpolare si filtrul anti-aliere de la decimare)
se pot combina intr-unul singur (vezi Figura 7.16).

z[n] TN l | M 2[h]

Figura 7.16. Schimbarea ratei de esantionare cu un factor rational

73



7. SCHIMBAREA RATEI DE ESANTIONARE

7.5. Exercitii

1. Realizati in Matlab interpolarea semnalului de la lucrarea 1 la o frecventa de
esantionare de 4 ori mai mare prin introducerea de O-uri si filtrarea trece jos.
Observati semnalul in fiecare etapa.

2. Observati efectul de aliere prin afisarea pe acelasi grafic a unui semnal esantionat
corespunzator si a aceluiasi semnal decimat la o frecventa mai mica decat cea
corespunzatoare criteriului Nyquist.

3. Convertiti un semnal esantionat la 44100 Hz la o rata de esantionare de 48000 Hz.
Gasiti calea optima pentru a realiza conversia. Pentru a gasi calea optima, porniti
de la ideea ca interpolarea cu un factor foarte mare va necesita foarte multe
calcule.

Pentru a calcula cel mai mic multiplu comun a doua numere, folositi functia lcm,
iar pentru factorizarea unui numar functia factor.
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Lucrarea 8

Detectia semnalelor DTMF

Semnalele DTMF (Dual-Tone Multiple Frequency) sunt foarte des folosite in sistemele
de telefonie, control interactiv prin telefon si aplicatii digitale prin linii telefonice.
Acestea au inlocuit formarea numarului de apel cu codificare prin pulsuri (care suferea
de pierderi de linie la distante mari), tonurile sinusoidale pure nefiind afectate de astfel
de pierderi. Si chiar daca in telefonia digitala moderna nu se mai foloseste pentru
apelarea numerelor, semnalizarea DTMF continua sa fie folosita pentru diferite aplicatii
de roboti telefonici.

8.1. Codarea semnalelor DTMF

Codificarea DTMF se bazeaza pe construirea a doua tonuri sinusoidale cu frecvente
luate din doua grupuri mutual exclusive de frecvente prestabilite. Fiecare pereche de
tonuri reprezinta o cifra sau un simbol unic. Combinatia de frecvente pentru fiecare
simbol este prezentata in tabela 8.1, Fiecare simbol va fi codat cu o sinusoida de
frecventa din linia corespunzatoare insumat cu o sinusoida de frecventa din coloana
corespunzatoare simbolului.

Tabela 8.1. Combinatia de frecvente DTMF

1209 Hz | 1336 Hz | 1477 Hz | 1633Hz
697 Hz 1 2 3 A
770 Hz 4 5 6 B
852 Hz 7 8 9 C
941 Hz * 0 4 D

Frecventele au fost alese astfel incat sa nu existe raport armonic Intre ele, adica nu
sunt multipli unui celuilalt, nu sunt sume sau diferente intre alte doua frecvente si nu
au un divizor comun in banda vocala. Astfel se va evita identificarea falsa datorita
interferentelor si distorsiunilor de linie.
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8. DETECTIA SEMNALELOR DTMF

Pentru a genera un semnal DTMF se poate folosi urmatoarea functie

DTMF_ENCODE_SYMBOL - codifica un simbol cu doua tonuri de
de frecventa distincte
symbol - este simbolul codificat, trebuie sa fie un caracter
din gama '0'-'9', 'A'-'D', 'x'  ‘'#'
len - numarul de esantioane generate
fs - frecventa de esantionare
function [X] = dtmf_encode_symbol(symbol, len, fs)
symbols = [ :

o° o° o o° of o°

b M b
b ) )
b >

b

Ldve we

) ) ) )
[697, 770, 852, 941];
[1209, 1336, 1477, 1633];
% cautam mai intdi simbolul din tabela de simboluri, pentru
% a identifica frecventele corespunzatoare
[r,c] = find(symbols == symbol, 1);
% daca simbolul nu este gasit se emite un mesaj de eroare
if isempty(r)

—h
=
]
o}
[ERN
I

error( )3
end
% altfel se genereaza semnalul cu suma a doua sinusoide
t = (0:1len-1)/fs;
X = sin(2 * pt * freql(r) * t) + sin(2 * pl * freq2(c) * t);
end

Fiecare simbol va avea cate doua componente spectrale ce pot fi foarte usor vizua-
lizate cu transformata Fourier rapida (fig. 8.1) folosind de exemplu o secventa:

= dtmf_encode_symbol( , 320, 8000);
= abs(fft(x)(1:160));

= 0:8000/320:159*8000/320;

tem(w,X);

» axis([500 2000 0 160]);

X
» X
w
S

Este important de observat ca numarul de esantioane ales pentru semnalul DTMF
afecteaza profund spectrul rezultat dupa transformata Fourier rapida datorita scurgerii
spectrale a acestuia. Astfel, In functie de lungimea aleasa a transformatei, putem avea
unele tonuri foarte precis asezate pe un singur esantion spectral, altele insa Impartite
intre doua esantioane vecine, care poate sa ingreuneze detectia lor. Exemplul de spectru
prezentat pe figura 8.1 foloseste niste lungimi de ton alese astfel Incat sa ofere cea mai
buna reprezentare pentru fiecare numar in parte.
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Figura 8.1. Spectrul semnalelor DTMEF corespunzdtoare diferitelor cifre
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8.2. Decodarea semnalelor DTMF

Pentru decodarea semnalelor DTMF, sistemele analogice foloseau de un banc de filtre
trece banda acordate pentru cele 8 frecvente componente posibile. Evident, aceasta
abordare poate fi folosita si in digital. Trebuie insa avut in vedere ca vom avea nevoie
de filtre trece banda performante cu benzi de trecere foarte inguste, ceea ce Inseamna
filtre de ordin superior si frecvente de taiere selectate cu grija pentru selectivitate
optima intre tonurile de frecventa adiacente.

O abordare mult mai facila este folosirea analizei spectrale prin intermediul trans-
formatei Fourier rapide.

Semnalul receptionat introducem intr-o fereastra suficient de larga Incat sa avem
o rezolutie ce permite identificarea separata a tuturor frecventelor folosite in semna-
lele DTMF, dupa care verificam punctele corespunzatoare acelor frecvente pentru a
determina prezenta componentei respective in semnalul de la intrare. Dupa ce ga-
sim cele doua componente posibile, putem determina simbolul corespunzator dintr-un
lookup-table.

O implementare banala pentru aceasta ar fi:

DTMF_DECODE_SYMBOL - decodifica un simbol cu doua tonuri de
frecvente

x - semnalul contindnd simbolul DTMF

fs - frecventa de esantionare folosit la semnal

functia returneaza un caracter continadnd simbolul detectat

un caracter gol daca nu detecteaza nici un simbol respectiv

o° o° o o° o o° o°

un caracter '!' daca detecteaza prea multe tonurti
function [s] = dtmf_decode_symbol(x, fs)
symbols = [ , , , g
J J b ;
) ) ) ;
1;

freql = [697, 770, 852, 941];
freq2 = [1209, 1336, 1477, 1633];
X = abs(fft(x));
X(round(freql * length(x) / fs) + 1);
X(round(freq2 * length(x) / fs) + 1);
= find(f1l > length(x) / 4);
= find(f2 > length(x) / 4);
if length(r) == 1 && length(c) ==

s = symbols(r,c);

[EEN

fl
f2
r
C

else if length(r) > 1 || length(c) > 1
s = ;
else
s ="";
end
end
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Din pacate, aceasta abordare are de suferit in prezenta zgomotului si alegerea feres-
trei corespunzatoare ar putea fi problematica. Pentru adaptarea mai buna a analizei
spectrale, dar si pentru a imbunatati performantele se poate opta pentru folosirea
filtrului Goertzel.

Algoritmul Goertzel

Filtrul Goertzel este o metoda mai avantajoasa pentru a calcula transformata Fou-
rier corespunzatoare a unui numar redus de esantioane spectrale. Aceasta realizeaza
calculul transformatei printr-un algoritm recursiv, asemanator unui filtru digital, cu
o complexitate a algoritmului comparabil sau chiar putin mai mare decat transfor-
mata Fourier discreta traditionala, deci mult mai lent decat transformata rapida, dar
facand calculele pentru un numar mic de esantioane din totalul spectrului, puterea
computationala totala necesara este mai mica.

Transformata Fourier discreta corespunzatoare unui esantion spectral k este definita
ca:

N-1
X[ =Y a(n)e % (8.1)
n=0
Avéand 1n vedere ca: .
TN =1 (8.2)
putem extinde ecuatia 8.1 ca:
N-1 N-1
- kn - kN - k

X[k] = x(n)e "N TN = z(n)el? wN-m) (8.3)

n=0 n=0

Aceasta ecuatie este similara cu o convolutie scrisa sub forma:

l

yell] = 3 aefnlem ¥ (8.4)

n=0

Aplicand transformata Z asupra acestei convolutii, obtinem:

X.(z
Yi(2) = —<ﬁ) (8.5)
1 — eyt
Considerand iesirea unui sistem LIT generic:
Y(2)=H(z)  X(z) (8.6)

putem considera ecuatia 8.5, ca fiind rezultatul in frecventa a aplicarii unui sistem LIT
cu raspunsul In frecventa:

Hy(s) = ———— (8.7)

ok
1 —el?mn -1
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Aceasta corespunde unui filtru IIR prezentat pe figura 8.2, avand urmatorii coefi-
clenti:
b1 =1 [ 6j27r% (88)

Daca aplicam acest filtru pe un semnal x.[n| egal cu z[n| pentru N = 0, N —1
respectiv 0 in rest, adica x[N| = 0, si consideram starea initiala a filtrului y[—1] = 0,
atunci iesirea filtrului pentru al N-lea element y,[N] va fi exact X[k|, adica esantionul
k din transformata Fourier a semnalului de la intrare.

zJ/N] =0 yl—1] =0

Figura 8.2. Filtru Goertzel de ordinul 1

Complexitatea acestui calcul (care implica si niste Inmultiri complexe) este mai
mare decat complexitatea calculului transformatei Fourier directe, dar putem reduce
complexitatea de calcul daca crestem ordinul filtrului prin introducerea unui termen

suplimentar 1 — =927~ 2~1 astfel:

ok o & = ok o &
1—e?™Nz=l 1—e vzl (1 —e?nz 1) (1 —e vz 1)

ok
1_6—]27rNZ 1

. k . k
1 1 —e92mx 1 1 —e 92yt

Hy(z) =

1— (67]27rﬁ + €j271'ﬁ)271 + (67]27rﬁ+]27rﬁ)272
ok
1 — 6_]2wﬁ2_1

1—2cos(2m L)zt + 272

Prin aceasta operatie coeficientii recursivi vor fi reali si doar un coeficient direct va

fi numar complex:
_iopk
bl — 1 b2 = e -]27TN
. (8.10)
as = 2Ccos (QWN) as = —1

Acest lucru presupune in continuare o complexitate de calcul similara ca in forma
precedenta, dar daca studiem structura filtrului rezultat, asa cum se vede pe figura 8.3,
putem observa ca e suficient sa facem doar calculele reale, nu e nevoie sa facem si
toate calculele complexe. Avadnd in vedere ca ne intereseaza doar elementul yi[N],
este suficient sa parcurgem variabila interna wu[n] prin reactia filtrului pentru fiecare
element de la intrare, iar numai in ultima iteratie sa adaugam si rezultatul inmultirii

. ok
cu coeficientul complex e /2™ .
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wlnl @ T @
51
@ 2 cos(2m %) oI
o1

Figura 8.3. Filtru Goertzel de ordinul 2

Prin aceasta optimizare putem avea o bucla doar cu adunari/inmultiri de numere
reale si doar dupa terminarea buclei o singura inmultire de numere complexe, ceea ce
se va executa mai rapid decat o bucla din transformata Fourier discreta.

Astfel, o implementare simpla pentru a calcula al k-lea element al transformatei
Fourier discrete (X} ) a unui semnal stocat intr-un vector x este prezentata de urmatorul
pseudocod:

N « len, // lungimea DFT
s10 // starile interne a filtrului
59+ 0

Lo < [:z: 0] // pasul aditional pentru a obtine X|[k]

for n < 0 to N do
u 4 xe[n] + 2cos(21L) - 51 — s
So < S1
S1 < U

ok
X 81— eI . So

Avand 1n vedere ca in majoritatea cazurilor algoritmul Goertzel este folosit pentru a
determina puterea unei anume purtatoare din semnalul de intrare, putem sa optimizam
si mai mult algoritmul. In ultimul pas al buclei putem calcula patratul magnitudinii
spectrale, ceea ce va rezulta in operatii aritmetice pe numere reale. Stiind ca pentru un
semnal real la intrare, toate variabilele intermediare u vor fi si ele reale, putem aplica:

yk[N] = u[N] — e 92" Ny [N — 1]

T[N] + 2cos(2r£)u[N — 1] —u[N — 2] —e JQW%U[N —1] (8.11)
=0+ cos(2mE)u[N — 1] — u[N — 2] + jsin(27£)u[N — 1]
lyk[N]|> = (cos(2mE£)u[N — 1] — u[N — 2]) + (sin(2m £ )u[N — 1])2

= u’[N — 1] + v*[N — 2] — 2cos(2r £ )u[N — 1u[N — 2]
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Algoritmul modificat va arata astfel:

N « len,

s1+0

S9 ¢ 0

forn<~0to N —-1do
u 4 x[n] + 2cos(21L) - 51 — s
So < S1
S1 < U

| Xp|? 52+ 52 — 2cos(2m L) - 51 - 89

Avand numai calcule pe numere reale, timpul total de calcul va fi mai mic decat
pentru un DFT complex, iar daca numarul de esantioane pe care vrem sa calculam
este comparabil mai mic decat log, N (ca in cazul tonurilor DTMF), atunci calculele
pot fi facute mai eficient fata de FFT.

Folosirea a 8 filtre Goertzel corespunzatoare frecventelor DTMF mai are si avantajul
ca fiecare dintre ele poate fi adaptat separat la o lungime de ferestra care sa minimizeze
erorile de detectie, si astfel sa fie mai fiabil si In prezenta zgomotului, decat folosirea
unei singure transformate Fourier rapide.

8.3. Exercitii

1. Determinati dimensiunea optima a ferestrei pentru transformata Fourier capabila
sa decida corect frecventele optime stiind faptul ca durata minima a unui cod
DTMEF conform standardului este de 40ms.

2. Studiati fezabilitatea folosirii metodei bazate pe FFT pentru detectia semnalelor
DTMF inecate in zgomot.

3. Implementati algoritmul Goertzel si verificati fezabilitatea folosirii unui banc de
filtre Goertzel adaptate separat pentru fiecare ton specific DTFM pentru detectia
semnalelor DTMF inecate in zgomot.
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Lucrarea 9

Prelucrarea semnalelor audio in
Matlab/Octave

O parte aplicativa de interes general in procesarea semnalelor reprezinta prelucrarea
semnalelor audio, ceea ce poate fi realizat foarte usor si folosind MATLAB sau Octave
prin bibliotecile Incorporate pentru a interactiona cu placa de sunet din calculator.

9.1. Achizitia semnalelor audio

Pentru achizitia semnalelor audio in Matlab, trebuie sa urmarim doi pasi: trebuie
selectat si configurat dispozitivul de captare a semnalului audio (in general microfonul
incorporat), dupa care trebuie Inregistrat o secventa audio folosind acel dispozitiv, care
sa rezulte In vectorul de esantioane pe care putem prelucra ulterior.

Selectarea dispozitivului audio

Dispozitivele de inregistrare audio din sistem pot fi accesate In Matlab folosind un
obiect din clasa audiorecorder. Obiectul se creeaza in felul urmator:

» r = audiorecorder();

ceea ce creeaza obiectul r folosind intrarea implicita si modul de esantionare implicit
setat in sistem. Aceasta din urma poate varia de la sistem la sistem, putem avea una
sau doua canale de achizitie (mono sau stereo), un nivel de cuantizare de la 8 pana la
24 de biti, si o frecventa de esantionare de la 8 kHz si pana la 192 kHz. In practica cel
mai des se Intalneste combinatia de 16 biti si 44.1 kHz. Setarile concrete pot fi afisate
prin parametri obiectului:

» I
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Daca vrem sa controlam manual parametrii de esantionare, se poate opta la spe-
cificarea acestora In parametrii functiei audiorecorder precizand in ordine frecventa
de esantionare, numarul de biti folositi la cuantizare si numarul de canale. Pentru a
inregistra un semnal vocal de telefonie clasic, esantionat la 8 kHz, cu un singur canal
cuantizat la 8 biti, vom folosi:

» r = audiorecorder( » 8, 1);

De remarcat insa este faptul ca in telefonie de obicei se folosesc semnale compandate
cu legea p sau legea A, care rezulta intr-o cuantizare logaritmica. Placile audio din
calculatoare folosesc o cuantizare liniara de aceea pentru a acoperi oarecum o banda
dinamica similara, adica o calitate vocala suficienta, ar trebui sa achizitionam semnalul
la un nivel de cuantizare de 16 biti, dupa care putem companda esantioanele rezultate
la 8 biti cuantizati logaritmic.

» r = audiorecorder( : , 1);

Daca vrem sa obtinem o calitate muzicala suficient de buna, atunci trebuie sa ne
orientam catre frecvente de esantionare peste 40 kHz, care sa acopere intreaga plaja de
perceptie auditiva umana (considerat a fi intre 20 Hz si 20 kHz). De exemplu, un sunet
de calitate corespunzatoare cu CD audio obtinem cu

» r = audiorecorder( : , 1);

Daca sistemul permite mai multe intrari in sistem (de exemplu microfon incor-
porat, Line-In etc) atunci se poate preciza si dispozitivul folosit intr-un al patrulea
parametru:

» r = audiorecorder( , 8, 1, id);

unde id este un numar ce identifica dispozitivele din sistem. Pentru a afla identificatorii
prezenti in sistem se foloseste obiectul audiodevinfo. Aceasta are doi membri, input si
output (primul oferind informatii despre dispozitive de nregistrare, iar al doilea despre
dispozitive de redare), fiecare la randul sau avand trei membri, Name, DriverVersion
si ID. Verificand acesti membri cu:

» audiodevinfo.input.Name
» audiodevinfo.input.ID

se va afisa toate dispozitivele disponibile, cu numele configurat in sistem, respectiv
ID-ul asociat fiecareia.
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9.1. ACHIZITIA SEMNALELOR AUDIO

Pentru o afisare mai comoda a combinatiilor de identificator si nume putem aplica
o functie anonima de afisare pe vectorul de dispozitive:

» arrayfun(@(c) disp(sprintf( , C.ID, c.Name)),
— audiodevinfo.input)

care poate rezulta de exemplu intr-o lista de felul urmator:

0: HDA Intel PCH: ALC236 Analog (hw:0,0) (ALSA)
4: sysdefault (ALSA)

10: lavrate (ALSA)

11: samplerate (ALSA)

12: speexrate (ALSA)

13: pulse (ALSA)

14: speex (ALSA)

15: upmix (ALSA)

16: vdownmix (ALSA)

18: default (ALSA)

Dintre acestea, dispozitivul de tipul ALC236 este unicul dispozitiv de captare au-
dio, restul sunt pseudo-dispozitive asociate diferitelor pluginuri ALSA. Deci, pentru a
inregistra audio de la microfonul nativ al sistemului, putem folosi ID-ul 0:

» r = audiorecorder( , ,» 1, 0);

Inregistrarea semnalului audio

Dupa ce a fost creat obiectul audiorecorder, acesta poate fi folosit pentru a inregistra
un semnal audio prin intermediul functiilor record respectiv recordblocking. Primul
permite nregistrare fara sa blocheze accesul la linia de comanda (deci se poate continua
executia altor functii in timp ce se decurge inregistrarea), iar al doilea se blocheaza pana
la terminarea inregistrarii. Durata Inregistrarii se specifica in al doilea parametru al
acestor functii, primul parametru fiind obiectul de inregistrare folosit.

Astfel, pe obiectul audiorecorder creat anterior (cu 8 kHz frecventa de esantionare
si 16 biti de cuantizare) putem sa Inregistram vocea noastra prin microfon pe o durata
de exemplu de 3 secunde fie cu comanda:

» record(r, 3);

fie cu comanda:

» recordblocking(r, 3);

85



9. PRELUCRAREA SEMNALELOR AUDIO IN MATLAB/OCTAVE

Diferenta este ca prima varianta va da inapoi controlul la linia de comanda si putem
sa introducem altceva in timp ce vorbim, a doua varianta insa va astepta parcurgerea
celor 3 secunde si numai dupa aceea va da controlul Tnapoi.

In mod normal, varianta recordblocking este preferatd, mai ales in cazul in care
folosim functia Intr-un script, pentru ca functiile imediat urmatoare deja pot sa accese
datele inregistrate. Altfel, va trebui sa ne asiguram ca nu apelam operatii care acceseaza
esantioanele inainte de expirarea timpului de inregistrare.

Dupa terminarea inregistrarii, inspectand obiectul:

» I

vom vedea proprietatile acestuia:

BitsPerSample = 16
CurrentSample =0

DevicelD = -1
NumberOfChannels = 1

Running = off
SampleRate = 8000
TotalSamples = 24000

Tag =

Type = audiorecorder
UserData = [](0x0)

Putem observa ca obiectul acum contine 24000 de esantioane (TotalSamples), co-
respunzatoare celor 3 secunde de inregistrare cu 8000 de esantioane pe secunda.

Pentru a accesa aceste esantioane trebuie folosit functia getaudiodata. Aceasta
citeste esantioanele stocate In obiectul r si returneaza un vector (sau o matrice, daca
inregistrarea s-a realizat pe mai multe canale) cu esantioanele prelevate, folosind tipul
de date precizat.

» x = getaudiodata(r);

Implicit esantioanele sunt reprezentate cu un tip double, avand valorile intre -1 si 1,
dar se poate cere si esantioanele reprezentate pe intregi de 8 (valori intre -128 si 127)
sau 16 biti (valori intre -32768 si 32767).

Vectorul respectiv este un vector obisnuit folosit si la alte prelucrari de semnale (cu
observatia ca esantioanele sunt aranjate pe coloana).

Semnalul din acest vector poate fi afisat grafic in domeniul timp sau In domeniul
spectral cu functiile deja obisnuite:

» figure, plot((0:r.TotalSamples-1)/r.SampleRate, x);
» figure, plot((0:r.TotalSamples/2-1)*r.SampleRate/r.TotalSamples,
— abs(fft(x))(0:1length(x)/2));

rezultand in graficele de pe figura 9.1.
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Figura 9.1. Semnal vocal in timp si in spectru

9.2. Generarea semnalelor audio

Pentru redarea semnalelor audio, de asemenea trebuie sa urmarim doi pasi: construirea
unui obiect de interfatare cu dispozitivul audio si operatia de redare a semnalului pe
dispozitivul selectat.

Interfata de iesire cu dispozitivul audio

Pentru iesirea audio se va folosi In Matlab un obiect de tip audioplayer. Acest obiect
trebuie construit asemanator cu audiorecorder prin precizarea frecventei de esantio-
nare, nivelul de cuantizare si identificatorul dispozitivului audio din sistem. Principala
diferenta insa fata de audiorecorder este ca obiectul audioplayer trebuie umplut cu
esantioane inca de la instantiere.

Astfel pentru a crea un audioplayer in cea mai simpla structura vom folosi coman-
da

» a = audioplayer(x, fs);

unde x este un semnal pe care vrem sa redam si fs este frecventa de esantionare dorita.

Precizarea nivelului de cuantizare este optional, acesta poate fi dedus din tipul de
date al vectorului de semnal, iar daca vectorul contine valori de tip double, atunci se
va folosi cuantizarea cea mai buna oferita de placa audio. Daca vrem sa reducem acest
nivel, de exemplu pentru clasicul 8 biti la 8 kHz, putem folosi:

» a = audioplayer(x, 8000, 8);

Evident putem alege si dispozitivul audio dorit, precizand identificatorul in al pa-
trulea parametru. Asadar, daca executand comanda:
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» arrayfun(@(c) disp(sprintf( , C.ID, c.Name)),
— audiodevinfo.input)

obtinem de exemplu o lista de felul urmator:

® = HDA Intel PCH: ALC236 Analog (hw:0,0) (ALSA)
1 = HDA Intel PCH: HDMI 0 (hw:0,3) (ALSA)
2 = HDA Intel PCH: HDMI 1 (hw:0,7) (ALSA)
3 = HDA Intel PCH: HDMI 2 (hw:0,8) (ALSA)
4 = sysdefault (ALSA)

5 = front (ALSA)

6 = surround40 (ALSA)

7 = surround51 (ALSA)

8 = surround71 (ALSA)

9 = hdmi (ALSA)

10 = lavrate (ALSA)

11 = samplerate (ALSA)

12 = speexrate (ALSA)

13 = pulse (ALSA)

14 = speex (ALSA)

15 = upmix (ALSA)

16 = vdownmix (ALSA)

17 = dmix (ALSA)

18 = default (ALSA)

atunci putem selecta placa audio analogica, de exemplu, pentru redarea unui semnal
vocal prin comanda:

» a = audioplayer(x, , 8, 0);

iar pentru redarea unei melodii pe un televizor conectat la iesirea a doua de
HDMI:

» a = audioplayer(x, ; s 2);

Redarea semnalelor audio

Pentru a reda semnalul audio din obiectul audioplayer, se foloseste functia play ce se
executa in felul urmator.

» play(a)

Executia functiei este asincrona, controlul revine imediat in linia de comanda in
timp ce redarea sunetului continua pana la terminarea tuturor esantioanelor. Comanda
poate fi executata de mai multe ori pe acelasi obiect audioplayer, redarea sunetului
incepand din nou de la primul esantion.

Pentru generarea unui sunet putem folosi, de exemplu, o secventa de cod, care
genereaza un ton modulat de tip A1A:
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= (0:16999)/8000;

= 0.25*%sin(2*xpi*800*t);
([3,5,9,10,11,15,17,21,23,24,25,27,29,31,32,33]*%500+(0:499) "' )(:)+1)=
c—>®;

» a = audioplayer(s, 8000);

» play(a);

t
» S
S

Se poate opta si pentru redarea unui sunet inregistrat intr-un obiect audiorecorder.
Functia play accepta ca parametru si un astfel de obiect, caz in care se va crea auto-
mat un audioplayer avand exact aceleasi setari ca audiorecorder si continand exact
esantioanele stocate In acesta.

» play(r);

De cele mai multe ori insa redarea simpla a sunetului inregistrat nu e suficienta.
De obicei vrem sa aplicam o anumita prelucrare inainte de redare, caz in care trebuie
sa construim tot lantul de inregistrare-redare:

» r = audiorecorder(8000, 8, 1);
» recordblocking(r, 5);

» X = getaudiodata(r);

» y = prelucreaza(x);

» a = audioplayer(y, 8000);
» play(a);

9.3. Salvarea si incarcarea fisierelor audio
Pentru a lucra cu fisiere audio in Matlab se pot folosi functiile audioread si audtowrite.
Acestea suporta principalele formate audio, de exemplu WAV, OGG sau MP3. Lista

completa a formatelor suportate se poate obtine cu comanda audioformats.
Salvarea unui semnal audio se face cu comanda

» audiowrite(filename, s, fs);
Semnalul este precizat In parametrul s, frecventa de esantionare in fs, iar numele
fisierului sub forma unui sir de caractere in filename. Formatul salvat se decide pe

baza extensiei din filename. Astfel, daca vrem sa salvam semnalul generat anterior in
formatul MP3 intr-un fisier vom folosi comanda:

» audiowrite( , S, 8000);

Pentru a incarca fisierul salvat, vom folosi comanda:
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» [x, fs] = audioread( )5

Informatiile despre frecventa de esantionare de data aceasta se gasesc in fisier si trebuie
incarcate de acolo, de aceea, functia intoarce doua variabile, primul un vector ce contine
esantioanele si al doilea valoarea frecventei de esantionare.

9.4. Efecte folosite in prelucrarea audio

Bineinteles, semnalele audio pot sa fie supuse prelucrarilor obisnuite de semnale, cum
ar fi schimbarea ratei de esantionare sau filtrarea, dar exista si anumite efecte special
gandite pentru aceste semnale pornind de la modul cum este perceput sunetul de catre
urechea umana.

Aceste efecte sunt folosite pentru a Imbunatati perceptia si a simula un mod aparte
de perceptie audio. Efectele audio pot fi incadrate In trei grupe in functie de domeniul
in care este aplicat. Astfel putem avea efecte de amplitudine, de Intarziere, respectiv
spectrale. Efectele de amplitudine se aplica asupra valorilor esantioanelor atenuand sau
amplificind acestea. Un exemplu pentru astfel de efect este compandarea. Efectele de
intarziere adauga la semnal diferite versiuni intarziate in timp. Exemple pentru acestea
includ ecoul, reverberatia, efectul de cor sau tremolo. Efectele spectrale se aplica in mod
diferentiat asupra diferitelor componente spectrale. Putem avea de exemplu efectul de
fazor, care modifica fazele unor componente sau efectul pitch-shifting care modifica
pozitia componentelor spectrale.

Ecou

Cel mai simplu efect audio, aceasta practic implementeaza efectul sunetului reflectat
de pe un obiect aflat la distanta. Implementarea efectului se bazeaza pe adaugarea
unei copii atenuate si Intarziate In timp, asa cum se poate observa pe figura

z[n] ® yln]

I

° |

Figura 9.2. Ecou simplu

Pentru a realiza acest efect, trebuie suprapus peste semnalul original o copie atenu-
ata a semnalului care este Intarziata cateva zeci de milisecunde. De exemplu, urmatorul
cod adauga un ecou intarziat cu 160 de esantioane (care, considerand o frecventa de
esantionare de 8 kHz, corespunde cu 20 ms) si atenuat cu 90 %:
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)

M
Q
nnn

)

[x(1:d); x(d + 1:end) + x(1:length(x)-d) * al;

Prin alterarea Intarzierii si/sau a atenudrii putem obtine un ecou mai pronuntat
sau mai subtil. O Intarziere mare rezulta Intr-un ecou pronuntat, care este usor de
recunoscut ca si ecou. Intarzierile mai scurte (cum e si in exemplul dat) rezults mai
degraba Intr-un efect care modifica timbrul sunetului sau modul de perceptie, ceea ce
poate fi folosit In scopuri artistice.

Pentru astfel de prelucrari, o implementare de tip IIR poate avea un efect mai
confortabil pentru perceptie decat implementarea FIR prezentata anterior. Pentru
a avea o implementare IIR, Intarzierea si atenuarea se pun intr-o bucla de reactie
(figura 9.3). Aceasta rezulta in ecouri multiple care dispar treptat.

z[n] ® yln]

I
|

z

Figura 9.3. Ecou multiplu prin feedback

Implementarea unui ecou cu reactie necesita o functie de felul urmator:

function y = ecou(d,a,x)
y = zeros(1,length(x));
y)

for n = 1:1length(
if (n > d)
y(n) = x(n) + a*y(n-d);
else
y(n) = x(n);
endif
endfor
endfunction
Reverberatie

Este o varianta mai speciala a ecoului, care Incearca sa simuleze ecourile multiple auzite
intr-o incapere, unde sunetul ajunge la ascultator pe mai multe cai, reflectandu-se de
pe peretii aflati la distante diferite fata de ascultator.

Pentru a crea un astfel de efect se foloseste mai multe ecouri avand diferite intarzieri
si atenuari, asa cum se poate vedea pe figura 9.4.
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z[n] ® yln]
»—d1 ai g

a2 Qg +

x*ds as

Figura 9.4. Reverberatie

Cor

Acest efect simuleaza cantatul in cor pornind de la Inregistrarea unui singur cantec.
Corul este caracterizat prin faptul ca desi se canta aceeasi melodie, intre cantatul
membrilor corului exista o mica diferenta In viteza respectiv amplitudinea vocii, astfel
practic apar niste ecouri cu intarzierea variind intre anumite limite pe tot parcursul
inregistrarii. O reprezentare schematica se poate vedea pe figura 9.5.

z[n] + yln]

Figura 9.5. Cor

9.5. Exercitii

1. Inregistrati un semnal vocal de scurta durata, pe care sa implementati efectele
audio prezentate anterior.

2. Folositi diferite filtre pentru a prelucra semnalul, eliminati zgomotul de fond,
observati separat basii si Inaltele etc.

3. Incercati o prelucrare in frecventa a vocii, prin care transformati semnalul in spec-
tru, mutati componentele spectrale mai la stanga sau la dreapta si transformati
inapoi semnalul.
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Spectrograma semnalelor

De foarte multe ori se Intampla ca analiza spectrala a semnalelor sa nu fie suficienta
pentru a caracteriza complet semnalul. Foarte multe tipuri de semnale sunt caracteri-
zate prin faptul ca spectrul lor variaza in timp, iar informatia principala nu este data
de spectrul la un moment definit de timp, ci de toata variatia spectrului pe parcursul
desfasurarii semnalului. Pentru a analiza un astfel de semnal se foloseste spectrograma,
adica o reprezentare atat in timp cat si in frecventa a semnalului.

Analiza cu spectrograme este folosita foarte mult in prelucrarea de voce si de sunete,
pentru a identifica elementele din semnalul audio, dar si in prelucrari de radiofrecventa
pentru vizualizarea semnalelor de spectru larg. Un exemplu de semnale FT8 in banda
de 10.136MHz este prezentat pe figura 10.1. Pe aceasta figura semnalul este reprezentat
cu spectrul desfasurandu-se pe orizontala si timpul derulandu-se pe verticala. Prin
derularea timpului imaginea creata seamana cu o cascada, de aceea spectrograma se
mai numeste si imagine de tip waterfall.

Pe o astfel de spectrograma, din moment ce axele Oz si Oy sunt folosite pentru
reprezentarea frecventei, respectiv a timpului, puterea semnalului in sine este codificata
printr-o culoare. In exemplul dat, culoarea albastra reprezinta zgomotul obisnuit in
banda, iar culorile galben-portocaliu-rosu reprezinta varfuri de putere a semnalului util.
Astfel se poate vizualiza usor existenta unor transmisii in banda de interes si identifica

Figura 10.1. Spectrograma unor semnale F'T8 capturatd cu WSJT-X
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usor frecventa purtatoare, respectiv intervalul de timp in care transmisia este activa.

Pentru a calcula spectrograma unui semnal se foloseste metoda unei ferestre gli-
sante prin care se obtin bucati din semnal caruia separat se calculeaza spectrul prin
transformata Fourier. Fereastra folosita este caracterizata prin faptul ca tinde spre 0 pe
cele doua capete iar ferestrele se vor suprapune partial in timp, astfel putem reproduce
evolutia spectrului In timp. Lungimea ferestrei alese stabileste atat rezolutia spectrala
(data de caracteristicile transformatei Fourier discrete) cat si rezolutia in timp a vari-
atiei spectrului. Cu cat fereastra este mai lunga, cu atat rezolutia spectrului este mai
buna, insa variatiile rapide vor fi suprapuse.

10.1. Calculul spectrogramei in Octave

Pentru a calcula o spectrograma se poate folosi functia specgram disponibil in pachetul
signal. Sintaxa este urmatoare:

» [s, f, t] = specgram(x, n, fs, window, overlap);

unde

s este spectrograma calculata

f este vectorul de frecventa pentru spectrograma (dependent de rezolutia spec-
trald si de frecventa de esantionare)

 t este vectorul de timp pentru spectrograma (momentele de timp pentru fiecare
bucata de spectru calculat)

e x este semnalul analizat

o n lungimea segmentului pentru care se calculeaza spectrul, daca parametrul lip-
seste se considera implicit valoare de 256

« fs este frecventa de esantionare, daca este precizat se va folosi pentru a raporta
vectorul de frecvente la aceasta frecventa, altfel vectorul de frecventa intors este
un vector normalizat la jumatatea frecventei de esantionare (oricare ar fi asta)

« window este fereastra folosita, implicit se va folosi o fereastra Hanning de aceeasi
lungime ca si segmentul, dar se poate crea o alta fereastra in functie de necesitati

« overlap este lungimea superpozitiei intre segmentele calculate, implicit se folo-
seste jumatatea ferestrei.

Spectrograma poate fi afisata pe toate variantele de grafice tridimensionale supor-
tate de Matlab, cu vectorul de timp s si vectorul de frecventa f pe doua axe si semnalul
pe a treia. De notat Insa ca matricea de semnal este calculata in esantioane spectrale
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complexe (asa cum e obisnuit la FFT), deci va trebui prelucrata inainte de a putea fi
reprezentati pe grafic. In mod uzual se reprezintd magnitudinea spectrald calculand
modulul esantioanelor.

Totusi, cea mai uzuala reprezentare a spectrogramei este printr-o harta colorata
(colormap) pe un grafic bidimensional, in loc de folosirea unei grafice tridimensionale.
Pe aceasta harta colorata, fiecare esantion spectral este reprezentat de un pixel cu o
nuanta de culoare sau cu intensitatea luminoasa dependenta de valoarea cuantizata.

Exista mai multe posibilitati de a codifica valorile in culori. Cel mai frecvent se
foloseste un model in care amplitudinilor mici corespund culorile reci (de la albastru
la verde) iar amplitudinilor mari corespund culorile calde (de la galben la rosu). Fi-
gura 10.2 prezinta cateva harti de culoare existente in Octave. Fiecare bara contine
tranzitia de culoare de la amplitudinea minima la amplitudinea maxima corespunza-
toare. Harta poate fi selectata prin comanda precizata langa bara de culoare.

I viridis
min max
. - oo
min max
B -
min max
I hot
min max
I ool
min max
E—— sping
min max
min max
I autumn
min max
I wiwa
min max
i -, s

min max

Figura 10.2. Modele de culoare intalnite in Octave

Daca nu se precizeaza parametrii de iesire la functia specgram, aceasta va afisa
spectrograma folosind aceasta abordare de afisare bidimensionala colorata.
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10. SPECTROGRAMA SEMNALELOR

10.2. Exemple de spectrograme

Semnalul chirp

Cea mai simpla functie care poate fi analizata In detaliu numai pe spectrograma es-
te functia chirp, care creeaza un semnal sinusoidal cu o frecventa liniar crescatoare
(fig. 10.3a). Astfel de semnale sunt folosite, de exemplu, pentru a baleia intrarea intr-un
vobuloscop.

1
= ol ”1 =
= w >~
—1L \
0.5 0 1
t [s] f [kHz]
(a) (b)
Figura 10.3. Semnal chirp reprezentat in timp a si in spectru b
N
sy
=

t [s]

Figura 10.4. Spectrograma unui semnal chirp
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La o analiza spectrala cu transformata Fourier pe intreg semnalul, vom obtine un
spectru uniform distribuit (fig. 10.3b), din care este foarte greu de determinat ce tip de
semnal este. Pe de alta parte, semnalul chirp poate fi foarte usor de recunoscut pe o
spectrograma care se va prezenta ca o dunga liniara corespunzatoare cresterii frecventei
in functie de timp. Pe figura 10.4 se poate vedea componenta principala in frecventa
de culoare galbena cum se muta de la 0 la 1000Hz pe parcursul a 2s.

Semnalul si figurile sunt generate cu urmatorul cod Octave:

generare semnal chirp cu frecventa intre 0-1000Hz, durata 2s
frecventa de esantionare 8kHz

8000;

2;
dt*fs;
0:1/fs:dt+511/fs;

chirp(t,0,2,1000);

S
t

O~ S5 O —h o° o°

% afisam semnalul in timp

figl = figure;

plot(t,c);

% limitam afisarea la primele 500ms, pentru ca la frecvente mat
mari imaginea devine prea compacta

axis([0, 0.5, -1.05, 1.05]);

xlabel('t [s]');

ylabel( 'x(t)"');

xticks([0,0.5]);

yticks([-1,0,1]);

o°

% afisam spectrul semnalulut

w = 0:1/dt:fs/2-1/dt;

fig2 = figure;

plot(w,abs(fft(c))(1:n/2)/(n));

% si in frecventa ne limitam pentru zona de interes
axis([0, 1500, 0, 0.016]);

xlabel('f [Hz]');

ylabel( 'X(f)");

xticks([0, 1000]);

yticks([1]);

% st la final sa vedem si spectrograma

fig3 = figure;

specgram(c, 512, fs);

% si aici ne limitam la gama de frecvente de interes
axis([0,2,0,1000]);

xlabel('t [s]');

ylabel('f [Hz]");

. J
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10. SPECTROGRAMA SEMNALELOR

Semnale DTMF

Un alt exemplu foarte elocvent pentru a demonstra utilitatea spectrogramei este analiza
semnalelor DTMF studiate in lucrarea 8. Un sir de mai multe cifre (de exemplu, un
numar de telefon) va avea mai multe perechi de componente spectrale desfasurandu-se
in timp (figura 10.5).

Spectrograma DTMF

1,633

1,477

1,336

1,209

f [Hz]

941

852
770
697

1209 Hz | 1336 Hz | 1477 Hz | 1633Hz
697 Hz 1 2 3 A
770 Hz 4 5 6 B
852 Hz 7 8 9 C
> 941 Hz * 0 4 D

Figura 10.5. Identificare cifrelor de pe spectrograma unui semnal DTMFE

Fiecare cifra alcatuita de o pereche de tonuri poate fi usor distinsa pe spectrograma
(folosind o rezolutie suficient de buna, asa cum a fost stabilit in lucrarea 8). Din pere-
chea de tonuri, a caror frecventa putem citi de ordonata, folosind tabelul frecventelor,
identificam linia si coloana, si la final simbolul transmis. De exemplu, din perechea
marcata cu rosu pe figura putem identifica simbolul 0.
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Semnale vocale

Folosirea spectrogramelor este larg raspandita si in prelucrare audio. Analiza vocala
foloseste preponderent aceasta tehnica, unde informatia auditiva practic se regaseste
in variatia componentelor spectrale In timp.

Un exemplu de spectrograma vocala este prezentat pe figura 10.6. S-a folosit utili-
tarul audiorecorder studiat la lucrarea 9 pentru a capta un semnal vocal:

% Captare semnal vocal (3 secunde, setari implicite)
r = audiorecorder(44100,16,1);

recordblocking(r, 3);

x = getaudiodata(r);

fs = get(r, )3

calcularea spectrograma cu urmatoare setari:
fereastra de 40ms luate pe fiecare 5ms
lungimea FFT rotunjita la putere a lui 2
window = round(40e-3 * fs);

overlap = round(35e-3 * fs);

n = 2”nextpow2(window);

o° o° of

[S, f, t] = specgram(x, n, fs, window, overlap);

spectrograma se poate limita la un interval de frecventa mai
restréns, de exemplu 40 - 4000Hz

itar magnitudinea normalizata pe o scala logaritmica
1 = round(40*n/fs); 12 = round(4000*n/fs);
abs(S(11:12,:));
S/max(S(:));

o° o o°

1
S
S

% folosind imagesc se afiseaza spectrograma
imagesc (t, f(i1:12), log(S));

Deoarece semnalul vocal are niste caracteristici mai specifice, nu s-a folosit afisarea
implicita de la specgram ci mai intai s-au operat anumite modificari asupra rezultatului.
In primul rand s-a ales o fereastrd mai lungi care se suprapune intr-o proportie mai
mare (in exemplul dat, fereastra e de lungime de 40ms cu o suprapunere de 35 ms,
adica vom intocmi spectrograma din 5 in 5 ms, dar ludnd o lungime mai mare o sa
avem rezolutie spectrala suficienta pentru FFT. De asemenea, desi captarea s-a realizat
la o frecventa de esantionare de 44 100 Hz (obisnuita in prelucrare audio), un semnal
vocal este de obicei restrans la un interval de frecventa mai joasa, asa ca nu merita
s& afisim intregul spectru captat. In acest sens s-a limitat vectorul de frecvente si
semnalul la un interval de 40 — 4000 Hz. Iar la final s-a folosit o scara logaritmica,
oportuna pentru reprezentarea vocii umane.
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1000

2000

3000

Figura 10.6. Spectrograma unui semnal vocal

10.3. Exercitii

1. Vizualizati spectrograma propriului voce preluat cu modulul audiorecorder.

2. Vizualizati spectrograma semnalului DTMF atasat @ si identificati cifrele
transmise.
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Anexa A

Notiuni de baza Matlab / Octave

Limbajul Matlab este un limbaj de nivel inalt ce permite efectuarea calculelor mate-
matice fara a fi nevoie de implementarea algoritmilor de calcul intr-un limbaj de nivel
jos. Acesta a fost creat cu scopul de a permite un acces usor la bibliotecile de calcul
matricial realizate in FORTRAN, printr-o forma simpla, apropiata de scrisul matema-
tic obisnuit [7]. Denumirea limbajului duce si el spre orientare catre calculul matricial:
MATrix LABoratory.

Matlab este un limbaj interpretat, avand nevoie de un interpretor pentru efectuarea
propriu-zisa a calculelor. Interpretorul este oferit in suita de programe MATLAB,
oferit de compania MathWorks!, o suitd comerciald, care pe langd interpretor ofera si
o sumedenie de biblioteci (numite toolboxuri) pentru o gama larga de domenii, printre
care si prelucrarea semnalelor (Signal Processing Toolbox).

Pe langa solutia comerciala exista si o varianta open-source pentru interpretarea
limbajului Matlab, numit Octave?, oferit prin intermediul proiectului GNU. Si pentru
acest program exista un numar de biblioteci, desi un numar mai mic si cu facilitati mai
limitate decat in MATLAB. Pentru prelucrare de semnale exista pachetul signal?.

Desi cele doua programe nu sunt 100% compatibile (vezi anexa C), marea majoritate
a programelor create intr-unul din aceste programe pot fi rulate fara probleme si in
celalalt. Diferentele importante, cum ar fi disponibilitatea a mai multor toolbox-uri
in MATLAB, se pot sesiza numai in cazul problemelor specializate. Pentru realizarea
lucrarilor de laborator din acest indrumar sunt suficiente toolbox-urile de procesare a
semnalelor oferite de ambele variante de interpretor Matlab.

Atat MATLAB cat si Octave ofera un mediu integrat, care contine ca si element
principal un Command Window, o linie de comanda prin care pot fi executate comenzi
folosind limbajul Matlab (vezi figura). Liniile de cod Matlab pot fi introduse pe aceasta
linie de comanda, iar ele vor fi interpretate si executate pe loc la apasare tastei Enter.
Interpretarea se face linie cu linie, si datele intermediare sunt disponibile imediat.

thttps://www.mathworks.com
2https://octave.org
3https://packages.octave.org
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Codul Matlab poate fi introdus si in fisiere sursa (atdt MATLAB cét si Octave
dispunand si de un editor incorporat), care dupa aceea poate fi lansat in executie din
linia de comanda si va fi interpretat ca si cum fiecare linie ar fi fost introdusa una dupa
cealalta in linia de comanda.

Pe parcursul acestui indrumar s-a folosit urmatoarea notatie:

« pentru comenzi ce se introduc direct in linia de comanda se foloseste un chenar
deschis, in care liniile care trebuie introduse sunt marcate cu simbolul » , iar
liniile care nu contin acest simbol contin mesajul afisat de Matlab la executarea
comenzii respective. De exemplu urmatoarea secventa poate fi folosit pentru a
afisa celebrul mesaj Hello, World! in Matlab:

/ Comanda ce trebuie introdusa
» disp( )

Hello, World!
\ Raspunsul afisat de Matlab

dupa executarea comenzii

 pentru exemple mai lungi, scripturi si functii se foloseste un chenar inchis, in care
este marcat numele fisierului si codul ce trebuie introdus in fisier. Codul trebuie
introdus in Intregime in fisier (se poate folosi editorul incorporat prin meniul
New Script sau New Function), salvat sub numele indicat dupa care poate fi
lansat in executie din linia de comanda folosind numele fisierului fara extensie.
In urmatorul exemplu se creeaza un fisier numit patrat.m continind o functie ce
poate fi folosita pentru a calcula patratul unui numar:

/ Numele fisierului

spatrat(a) calculeaza patratul lui a
function [r] = patrat(a)

r = a.*a
end

Continutul fisierului

Pentru a calcula patratul unui numar folosind functia creata, se apeleaza din linia
de comanda functia sub forma:

» patrat(5)
ans =

La apelarea unei functii, Matlab va cauta in directorul curent de lucru un fisier cu
numele functiei si extensia .m si va executa automat acel fisier. Acestea au intotdeauna
prioritate fata de nume de variabile sau de functii interne, de aceea trebuie avut grija
ca sa nu se foloseasca nume de fisiere care sunt identice cu numele unor functii interne
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sau variabile din Matlab, acestea din urma devenind inaccesibile in prezenta unui fisier
.m in directorul curent.

Tipuri de date

Elementul de baza al operatiilor Matlab este matricea, toate variabilele sunt considerate
ca fiind de tipul matrice. Astfel, toate operatiile matematice disponibile in Matlab sunt
definite ca operatii matriciale, iar toate functiile interne sunt capabile sa opereze pe
matrici.

Ca si tipuri de date, Matlab recunoaste siruri de caractere (recunoscute ca un
vector unidimensional de caractere individuale), matrici numerice si obiecte (vectori
de elemente care pot fi de diferite tipuri). Numerele in mod implicit sunt stocate
in virguld mobila, dubla precizie (double). Pot fi definite si alte tipuri (de exemplu
intregi pe 8, 16, 32 de biti sau virgula mobila simpla precizie) in mod explicit. Acestea
sunt mai degraba folosite pentru optimizarea stocarii datelor si la comunicare prin
API-uri externe. In cazul in care insi ele sunt supuse unor operatii numerice, vor fi
automat convertite la double. De asemenea, daca operatii presupun lucrul cu numere
complexe, atunci reprezentarea va fi automat convertita in numere complexe (partea
reala si partea imaginara pe cate un double).

Valorile numerice automat sunt organizate in matrici. Matlab permite folosirea
matricilor multidimensionale, limitarea fiind data doar de dimensiunea memoriei dis-
ponibile.

Un caz particular este cAnd matricea respectiva contine un singur element (aceasta
este folosita pentru reprezentarea valorilor scalare) sau toate dimensiunile unei matrici
cu exceptia uneia sunt 1 (reprezentand un vector). Aceste cazuri sunt tratate in mod
special In anumite situatii:

« operatiile pe un scalar sunt automat definite ca operatii matematice scalare

« daca operatia necesita o matrice, o valoare scalara va fi automat extinsa prin
duplicarea valorii pe toate elementele matricii de dimensiunea necesara

« un vector poate fi adresat cu aceiasi indici indiferent daca e vorba de vector linie
sau vector coloana

Variabile

Variabilele in Matlab sunt definite automat la momentul atribuirii cu operatorul =.
Numele de variabila poate fi format din caracterele alfanumerice si _, pe prima pozitie
nefiind permise cifre. Tipul variabilei este asociat automat in functie de rezultatul
operatiei. Atribuirea valorii poate fi directa:
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» X =

sau poate fi rezultatul unei operatii:

» Yy = X +
y=

Dupa fiecare linie de cod, Matlab afiseaza rezultatul operatiei, care in cazul atribu-
irii unei variabile este variabila insasi. Daca rezultatul operatiei nu este stocat intr-o
variabila, atunci implicit se va folosi o variabila denumita ans:

» it
ans =

Pentru a preveni afisarea rezultatului la fiecare linie de cod executata, se foloseste
caracterul ; introdus la sfarsitul liniei;

» Z =

Pentru definirea unor matrici se foloseste operatorul []. Aceasta permite concate-
narea elementelor (ce pot fi valori scalare, alte matrici sau rezultatul unor operatii) pe
linie si/sau pe coloana. Elementele pe linie vor fi separate cu spatiu sau cu virgula, iar
liniile Intre ele cu punct si virgula.

Astfel, pentru a crea un vector de tip linie se foloseste comanda:

|
M
[

» vl =
vl =

un vector coloana cu comanda:

» v2 = [1;1;2]
V2 =

iar o matrice 2x2 cu comanda:
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»m = [

Pe langa concatenarea directa a elementelor, un vector continand o progresie arit-
metica poate fi creat si cu operatorul :, avand urmatoarea sintaxa:

» waloare de inceput : increment : waloare de sfarsit

Incrementul este optional, daca nu e prezent, atunci se considera implicit un increment
de 1.
Exemple pentru crearea unor progresii aritmetice:

» 1
i =

M
nn

Accesarea unui element dintr-o matrice se realizeaza cu operatorul (). Acest opera-
tor poate fi folosit atat pe partea din dreapta a ecuatiei (pentru a extrage un element)
cat si pe partea din stdnga a ecuatiei (pentru a modifica un element). Elementul
modificat poate fi si o submatrice (in orice fel de ordine).

Operatori

Matlab cunoaste operatiile matematice de baza reprezentate cu simbolurile:
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+ adunare

- scadere

multiplicare
impartire din dreapta
impartire din stanga
ridicare la putere

> NN %

Spatiile goale (spatiu sau tabulator) nu au influenta asupra modul de interpretare a
operatorilor. Exemplu de folosire:

Operatiile aritmetice prezentate anterior sunt considerate a fi operatii matriciale
atunci cand sunt executate asupra unor matrici. Operatorii *, \, / si ~ toti sunt
considerati ca operatori matriciali cand opereaza asupra unor matrici. Din acest motiv
avem si doua variante diferite de operatori de Impartire. Din moment ce inmultirea
matriciala nu este comutativa, operatia inversa trebuie sa aiba si o anume directie n
care se va efectua: poate fi ficutd dinspre stdnga cu a\b (a imparte pe b) sau din
dreapta cu a/b (a este Impartit cu b).

De multe ori insa se doreste a realiza o operatie scalara intre elementele de pe pozitii
corespunzatoare din doua matrici. Pentru a executa o astfel de operatie element cu
element, operatorul trebuie precedat de ., astfel vom avea operatorii .*, .\, / si .”.

De exemplu, doua matrici pot fi inmultiti matricial respectiv element cu element
in felul urmator:

» a=[ ; 1; b=[ ; 1
» a*xb
ans =

» a.*b
ans =

Cand sunt realizate operatii asupra unor matrici, fie ca e vorba de operatie matri-
ciala sau element cu element, matricile trebuie sa aiba dimensiuni compatibile:
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 pentru operatii element cu element, cele doua matrici trebuie sa aiba exact aceeasi
dimensiune

« pentru inmultire matriciald, numarul de coloane din primul operand trebuie sa
fie egal cu numarul de linii din al doilea operand

« Impartirea matriciala poate fi executata numai daca divizorul este o matrice
inversabila

« ridicarea la putere poate fi realizat numai Intre o matrice si un scalar

Un alt operator care este definit in contextul operatiilor cu matrici este transpune-
rea. Aceasta poate fi realizata prin operatorul ' (transpusa complex conjugata) sau .
(transpusa fard conjugare):

Restul operatiilor, care sunt uzual definite pe matrici, sunt realizate prin intermediul
unor functii dedicate, de exemplu inv pentru calcularea inversei unei matrici sau det
pentru calcularea determinantului:

Functii

Comenzile Matlab pot fi grupate impreuna in functii. Acestea pot primi un set de
parametri si la final returneaza un set de rezultate. O functie este declarata folosind
cuvantul cheie function in felul urmator:

» function [ry, 7o, ... 7,1 = nume_functie(pi, p2, ... Dm)

» end
unde 7, .. 7, sunt variabilele In care se va stoca rezultatele functiei, iar p; .. p,, sunt

parametrii functiei. In corpul functiei, inainte de end, fiecare variabila specificata ca
rezultat va trebui sa fie asignata.
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Definirea functiei poate fi realizata in linia de comanda, caz in care interpretorul
este suspendat pana la introducerea cuvantului cheie end. Astfel pot fi introduse mai
multe linii de cod. Totul va fi interpretat doar dupa ce functia a fost finalizata.

Dupa ce functia a fost definita, aceasta poate fi apelata in linia de comanda sub
forma:

» [ry ro ... 1] = nume_functie(pr, p2, ... Dm)
rl ... r, sunt nume de variabile in care se vor plasa valorile returnate de functie,
pl ... p,, sunt parametri. Daca functia returneaza o singura valoare, atunci parantezele

drepte nu sunt necesare. Daca nu sunt specificate variabilele pentru rezultate, atunci
prima valoare rezultata din functie se stocheaza in variabila speciala ans, iar restul se
pierd. La fel, daca nu se specifica suficiente variabile pentru toate rezultatele (in cazul
in care functia are mai multe valori returnate) atunci valorile rezultate in plus se vor
pierde.

Desi functiile pot fi definite si in linia de comanda, de cele mai multe ori este
preferata salvarea lor intr-un fisier sursa. Sursele In Matlab au extensia .m si trebuie
sa aiba exact aceeasi denumire ca si functia implementata in interior.

Fisiere .m care definesc functii de asemenea trebuie sa inceapa cu comanda function
care defineste functia respectiva. Fisierul poate contine si alte functii, dar acelea vor
rimane functii interne, nefiind accesibile din linia de comanda. Inainte de cuvantul
cheie function nu pot fi alte comenzi Matlab, poate fi adaugat insa un comentariu, care
in acest caz va fi considerat documentatia functiei respective, accesibila prin comanda
help.

La apelarea unei functii, Matlab va efectua o cautare in directorul curent dupa un
fisier cu numele functiei si extensia .m. Daca gaseste acel fisier, atunci va incarca fisierul
si va executa functia din fisier. Daca nu exista un fisier cu numele cautat in directorul
curent, atunci se va cauta functia printre functiile interne si din toolbox-urile instalate.
De aceea, trebuie avut foarte mare grija de a nu crea fisier .m cu nume identic cu o
functie interna, caci acesta va acoperi functia interna, care astfel devine inutilizabila.

Structuri de control

Pentru implementarea functiilor, pe langa operatii matematice simple, poate fi nevoie
si de structuri de control. Matlab permite implementarea buclelor si a ramurilor de
executie conditionata. Pentru a crea o bucla se pot folosi structurile for sau while,
iar pentru ramuri conditionate if — else.

Bucla for va parcurge un vector atribuind unei variabile contor valoarea fiecarui
element din vector pe rand si executand corpul buclei cate o data pentru fiecare valoare
in parte. Sintaxa acestei comenzi este urmatoarea:
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for contor = vector

end

Pentru a crea o variabila care se incrementeaza dupa fiecare executie a corpului
buclei (similar cu alte limbaje de programare), se poate folosi operatorul : pentru a
crea o progresie aritmetica ce va fi parcursa de contor:

for contor = inceput : pas : sfarsit

end

Bucla while este o structura repetitiva conditionata, corpul buclei se repeta atat
timp cat conditia logica asociata buclei este adevarata.

while conditie

end

Structura if — else permite executia conditionata a unor secvente de cod in functie
de valoarea de adevar a unei conditii. Sintaxa acestuia este:

if conditie

% ramura executata cénd conditia este adevarata
else

% ramura executata cand conditia este falsa
end

Ramura else este optionala, poate sa lipseasca de tot, sau poate introduce si conditii
aditionale prin mai multe ramuri else if.

Conditiile logice precizate la while respectiv if trebuie sa fie variabile logice sau
expresii ce rezulta intr-o valoare logica. Acestea pot fi obtinute in Matlab doar prin
folosirea unor sau mai multe operatori logici:

== egal

~= diferit

< mai mic

<= mai mic sau egal
> mai mare

>= mai mare sau egal

& ST logic
| SAU logic
~  negare
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Trebuie notat faptul ca Matlab, fiind orientat asupra operatiilor cu matrici, eficienta
operatiilor intrinseci pe matrici este mult mai buna decat executarea operatiilor pe
fiecare element in parte. Folosirea buclelor pentru parcurgerea matricilor ar trebui
evitata pe cat posibil, daca poate fi inlocuita cu o operatie matriciala, folosirea lor este
oportuna numai in cazul operatiilor care neaparat trebuie executate secvential.

De exemplu, pentru a calcula o suma ponderata a elementelor unui vector v cu
ponderile aflate In vectorul p se va folosi instructiunea:

» S =V *p';

1n loc de o bucla de forma:

» for 1 = : length(v)
» S s + v(i) * p(i);
» end

110



Anexa B

Grafice in Matlab

Pe langa interpretarea si executarea codurilor sursa in mod text, Matlab este capabil de
generare unor figuri. O figura este o fereastra separata, care poate contine una sau mai
multe grafice. Un grafic, in contextul Matlab, este reprezentarea vizuala a unui set de
puncte conectate cu segmente de linie intre ele. Punctele pot fi exprimate in coordonate
carteziene sau coordonate polare pe un sistem de axe liniare sau logaritmice.

Un exemplu simplu este prezentat pe figura B.1, care afiseaza doua segmente de
linie care conecteaza punctele cu coordonatele (0,0), (2,3) si (4,2).

Figura B.1. Exemplu de grafic

In Matlab, un astfel de grafic in coordonate carteziene se creeazi cu comanda
plot, care primeste doi parametri = si y sub forma plot(x,y), unde x este un vector
care contine coordonatele de pe abscisa (axa Ox), iar y este un vector care contine
coordonatele de pe ordonata (axa Oy). Cei doi vectori trebuie sa fie de lungimi egale, si
perechile de elemente de pe aceeasi pozitie a vectorului definesc coordonatele punctelor
de pe grafic, iar segmentele de linie le conecteaza in ordinea in care ele se regasesc in
vectori.
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Astfel pentru a crea un grafic similar cu cel din figura B.1, continand punctele cu
coordonatele (0,0), (2,3) si (4,2), vom avea nevoie de vectorul = contindnd abscisele
din coordonate, adica [0,2,4] si vectorul y contindnd ordonatele [0,3,2]. Executand
comanda:

» plOt([ ) ) ]; [ ) ) ]);

vom obtine graficul din figura B.2.

Figura B.2. Plot simplu

La crearea graficului, Matlab va determina automat axele necesare in asa fel incat
sa cuprinda toate coordonatele. Utilizatorul poate specifica si in mod arbitrar limitele
axelor folosind functia axis. Aceasta trebuie executata dupa functia plot si primeste
ca parametru un vector ce contine limitele axelor Oz si Oy. De exemplu, pentru a
extinde axele din exemplul precedent, se poate executa comanda:

» axis([-1, 5, -1, 4]);

Aceasta va rezulta in graficul de pe figura B.3.

Figura B.3. Plot cu aze extinse
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Dupa crearea figurii cu plot se poate activa o grila in fundal pentru a ajuta la
identificarea mai buna a coordonatelor de pe grafic folosind comanda:

» grid on

Graficul rezultat dupa aceasta se poate vedea pe figura B.4.

—1 |
1 2 3 4 5

-1

o |-

Figura B.4. Plot cu grila activata

Grila si marcajul de pe axe este pozitionat implicit de Matlab cu o distributie unifor-
ma si valori cat mai rotunde. Un control mai precis asupra marcajelor pe axe se poate
obtine cu functiile xticks si yticks. De exemplu, aplicand comenzile:

» xticks([0,2,4]);
» yticks([0,2,3]);

pe figura anterioara va rezulta in figura B.5

T T T

| |
0 2 4

Figura B.5. Plot cu marcaje pe axe specifice
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Functia plot permite si specificarea unor optiuni de afisare pentru liniile desenate,
cum ar fi culoarea, tipul liniei si marcajul coordonatelor. Acestea pot fi codificate in al

treilea parametru al functiei sub forma unui sir de caractere continand simboluri din
tabela B.1.

Tabela B.1. Optiunile pentru lindile din grafice

Culoare Tipul liniei Tipul marcajului

r rosu - linie continua | . punct

g verde -- linie Intrerupta | + cruce

b albastru | : linie punctata | o cerc

y galben -. linie punct *  stea

m magenta x X

¢ cian | liniuta verticala

w alb - liniuta orizontala

k negru s patratel
d romb
~  triunghi (varful spre sus)
v triunghi (varful spre jos)
> triunghi (varful spre dreapta
< triunghi (varful spre stdnga)
p pentagrama
h hexagrama

Se poate Insirui cate un simbol din fiecare coloand. Daca specificarea culorii lipseste,
atunci Matlab va aloca automat o culoare din lista implicita incepand cu albastru. Daca
tipul liniei si tipul marcajului lipsesc atunci implicit se deseneaza o linie continua fara
marcaj. Daca tipul liniei este prezent si tipul marcajului lipseste atunci coordonatele
nu vor fi marcate. Daca lipseste tipul liniei si e prezent tipul marcajului atunci doar
marcajul coordonatelor va apare, fara a fi legate intre ele cu linie.

De exemplu urmatoarele linii de cod vor genera graficele de pe figura B.6. Vom avea
o figura cu doar marcajele coordonatelor de tip stea de culoare rosie, fara linie intre ele,
o figura cu linie punctata de culoare verde, fara marcaje, si o figura cu linie Intrerupta
de culoare implicita (albastru) cu coordonatele marcate cu cerculete.

» figure; plot([ 1, [
» figure; plot([ 1, L
» figure; plot([ 1, [

—_
. w

~ e e
-

Comanda figure fnaintea fiecarui plot asigura crearea unei ferestre noi, astfel comen-
zile plot nu vor suprascrie cele precedente.

Optiuni aditionale, cum ar fi dimensiunile liniilor, a marcajelor, combinatii aditio-
nale de culoare etc. pot fi specificate cu perechi aditionale de parametri sub forma unor
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—¥

Figura B.6. Diferite formatdri de plot

(b) 9:

siruri de caractere ce specifica proprietatea respectiv valoarea dorita. Cele mai uzu-

ale proprietati sunt

si

Y Y

Y

Y

Y

IJnexenqﬂuconuﬂetpentm;a&eproduce(kﬁenuldhlﬁgurafil,curnanxﬂul&ﬂkipe

coordonate este dat de codul urmator rezultand in figura B.7. Aditional, s-a adaugat un
titlu deasupra graficului cu title si etichete pe axe cu xlabel si ylabel

»
»
»
»
»
»
»
»

plot([
axis([-1,
xticks([0,
yticks([0,
grid on;
xlabel(
ylabel(
title(

1, 1,
4y ]);
»41);
e
e
3
2
>
0

Exemplu grafic

T T

Figura B.7. Plot complet
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Functia plot este capabila sa afiseze si mai multe grafice pe aceeasi figura. Este
posibil afisarea pe aceleasi axe a mai multor seturi de coordonate diferite, adaugand
fiecare sub forma unei perechi de vectori z si y, si optional formatul dorit, ca parametri
aditionali la functia plot.

Astfel daca vrem sa afisam functiile sin(x) si cos(x) in intervalul (0, 27) pe aceeasi
grafic, va trebui sa construim doua perechi de vectori x,y corespunzator celor doua
functii. Cum graficele din Matlab nu pot reprezenta direct curbe ci doar o aproxima-
re prin segmente de linie, vectorul pentru coordonatele de pe abscisa trebuie sa aiba
o rezolutie suficient de mare pentru ca aproximarea sa aiba o eroare maxima accep-
tabild. In cazul afisarii pe ecran putem considera eroarea acceptabila daca este sub
dimensiunea unui pixel. De exemplu, daca vrem sa afisam intervalul (0,27) pe un
ecran cu rezolutia de 1920x1080 pixel, atunci ar trebui sa consideram un pas de cel

2T

mult 555 ~ 0.003272. Urmatorul exemplu de cod afiseaza cate o perioada completa de

sinus si cosinus suprapuse unul peste celalalt:

» X pl/ 12*pi;
» S = sin(x);
» C = C0S(X);

» plot(x,s, s X5 Cy )5

» Xlabel( ); ylabel( )3

» xticks([0, pi, 2*pi]); yticks([-1,0,1]);
» axis([ ,2%pi,-1, ])’

» xticklabels({ , , });

Graficul rezultat se vede pe figura B.8.

1
—— cos(x)

B

2
Ry

-1

0 27
X
Figura B.8. Doud grafice suprapuse
S-a folosit de sintaxa pentru a asocia si o legenda care sa identifice care

linie corespunde cu care functie (in cazul nostru albastru corespunde cu sinus si rosu cu
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cosinus). Legenda poate fi specificatd si cu comanda legend care permite si configurari
mai avansate (pozitie, dimensiune etc). De asemenca, datorita faptului ca Matlab
prefera marcajele pe axe sa fie valori rotunde, am specificat manual ca vrem sa vedem
7 si 2m pe axe. Pentru aceasta trebuie specificat atat valorile cu xticks cat si textul
asociat cu xticklabels, altfel am avea doar valorile aproximative 3.1416 si 6.2832.

Pentru a afisa mai multe grafice pe axe separate se foloseste comanda
subplot(r,c,p). Aceasta va Imparti figura completa intr-o serie de grafice aranja-
te Intr-o grila cu r rdnduri si ¢ coloane si selecteaza pozitia p (numerotarea fiind de
la stanga la dreapta si de sus in jos). Aranjarea pe grila cu 3 randuri si 2 coloane,
respectiv pozitiile aferente, este prezentata pe figura B.9.

— figure
1 2
plot plot
3 4
plot plot
5 6
plot plot

Figura B.9. Aranjarea sub-graficelor

Cat timp fereastra raméne pe ecran, apelul la plot va desena graficul in celula
selectata ultima data.

De exemplu, daca vrem sa afisam sinusoida si cosinusoida din exemplul prece-
dent pe doua grafice aranjate unul sub celalalt, putem apela urmatoarea secventa de
cod:

» X = 0:pi/ 12%pi;

» s = sin(x);

» C = Cos(x);

» subplot(2,1,1), plot(x, s);

» Xlabel( ); ylabel( )3

» xticks([0, pi, 2*pi]); yticks([-1,0,1]);
» axis([0, *pi,-1, ]),

» xticklabels({'0", ) s
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» subplot(2,1,2), plot(x, c);

» Xlabel( ); ylabel( )3
» xticks([0, pi, 2*pi]); yticks(
» xticklabels({ s , }
» axis([0,2*pi,-1,1]1);

[_1’0’1]);
).

]

Rezultatul codului este prezentat pe figura B.10. Trebuie notat faptul ca fiecare plot
trebuie configurat separat, chiar daca vrem sa obtinem setari identice.

1
5
= 0
2
-1
0 2
T
1
5
% 0F s
3
-1 |
0 ™ 2

Figura B.10. Subplot cu doud grafice
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Anexa C

Diferente intre MATLAB si Octave

Cele doua suite de interpretor Matlab sunt aproape compatibile, in sensul ca scripturile
scrise Intr-una din solutii vor rula si in cealalta fara modificare, sau cu foarte mici
modificari. Exista totusi cateva mici diferente, de care trebuie tinut cont la portarea
unui script dintr-un mediu in altul. Exemplele de cod din acest indrumar, in mare
parte, au fost testate cu Octave, daca vreunul nu functioneaza in MATLAB atunci
trebuie aplicata una din modificarile detaliate in continuare.

Blocuri de control

In MATLAB blocurile de cod incepute cu function, if, for, while se terming fiecare
cu end. Octave recunoaste end ca terminator pentru aceste blocuri, dar permite si
existenta unor terminatori dedicati endfunction, endif, endfor, endwhile, pentru a
oferi o claritate sporita a codului in cazul unor structuri incorporate.

Pentru claritatea sporita si in acest Indrumar unele functii folosesc notatia din
Octave. Pentru a rula acestea in MATLAB, ele trebuie modificate prin inlocuirea
terminatorului de bloc cu end.

De exemplu secventa de cod:

while N/2 < lenx
for k = 0:N/2-
w = wn(k * lenx / N+1);
for n = k+1:N:lenx
a = X(n); b = wxX(n+N/2);
X(n) = a + b; X(n+N/2) = a - b;
endfor
endfor
N = N*2;
endwhile

va trebui rescrisa in:
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while N/2 < lenx

for k = 0:N/2-
w = wn(k * lenx / N+1);
for n = k+1:N:1lenx

a = X(n); b =wsX(ntN/2);
X(n) = a + b; X(ntN/2) = a - b;
end
end
N = N*2;
end

pentru a putea rula in MATLAB.

Operatori compacte

Octave permite folosirea operatorilor compacti de asignare (+=, -=, *=, /=, ~= etc.) si
cele de incrementare/decrementare (++, --) similar cu limbajul C++4. MATLAB nu
recunoaste acesti operatori.

In Octave pot fi scrise liniile de cod:

» 1++;
» a +=
» C *=

>

In MATLAB aceste linii de cod trebuie scrise explicit:

» 1
» a
» C

TR
0 Q9 ~
* + +

Indexare compacta

Octave permite folosirea operatorului de indexare peste orice obiect ce se evalueaza
intr-o matrice, spre deosebire de MATLAB, care permite indexarea numai pe variabile.
Astfel, codul scris in Octave poate fi mai compact, rezultatul unei operatii putand fi
indexat direct, nu trebuie salvat intr-o variabila temporara.

De exemplu, in Octave putem obtine spectrul real al unui semnal Intr-o singura
linie de cod:

» X = abs(fft(x))(1l:length(x)/2);
Aceasta in MATLAB trebuie despartit in doua linii de cod:
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» X = abs(fft(x));
» X = X(1:length(x)/2);
Comentarii

MATLAB foloseste semnul % pentru a indica comentariile. Tot ce este dupa acest semn
pana la sfarsitul liniei este ignorat de interpretor. Octave trateaza semnul % la fel, dar
pe langa aceasta si semnul # poate fi folosit pentru a introduce comentarii (similar cu
alte limbaje scriptice obisnuite, ca Python, Perl, bash etc.).

Acest lucru permite ca scripturile Octave sa fie integrate cu interpretorul de co-
menzi din Linux (bash) prin posibilitatea rularii scripturilor care incep cu un shebang
#1/usr/bin/octave direct din linia de comanda, fara a fi nevoie de pornirea interpre-
torului.

De exemplu urmatorul fisier:

#!/usr/bin/octave -qf

args = str2double(argv());

if length(args) != || any(isnan(args))
error ( );

endif

disp(lcm(args(1),args(2)));

poate fi executat direct din linia de comanda (bash), ca orice alt executabil (presupu-
nand ca flagul de executie a fost setat), sub forma:

Acest fisier nsa esueaza daca este rulat in MATLAB.

Siruri de caractere

Matlab foloseste semnul ' pentru a delimita siruri de caractere si semnul ” pentru a crea
vectori de siruri de caractere. Octave nu recunoaste aceasta din urma si foloseste atat '
cat si ” pentru delimitarea sirurilor de caractere, singura diferenta fiind la interpretarea
codurilor speciale (ca in Perl).

Astfel secventa:

» a = ;

» b = ;

» [a b]
va rezulta intr-un sir de caractere in Octave si intr-un vector cu doua elemente
de tip siruri de caractere { } In Matlab.
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Altele

Exista si o multitudine de alte diferente subtile, care sunt mai rar intalnite, dar care pot
cauza comportament neasteptat la trecerea dintr-un mediu in celalalt. Lista completa
a diferentelor si a implicatiilor acestora este descrisa in wiki-ul Octave: https://wikti.
octave.org/Differences_between_Octave_and_Matlab
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