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Introducere

Cursul de fata se adreseaza in principal studentilor de anul I de la Facultatea de Stiinte
economice si administrarea afacerilor, programele de studii: Finante si banci si Contabilitate si
informatica de gestiune. Acest curs reprezinta un ghid practic, care include notiunile, rezultatele
teoretice de baza, precum si tipurile de probleme de algebra liniara care apar in cadrul
disciplinei: Matematici aplicate in economie.

Domeniul matematicii aplicate, in general, respectiv al matematicii aplicate in economie,
in particular, prezintd o literatura de specialitate foarte diversa cu numeroase aplicatii din
domeniul economic. Multe din aceste lucrari prezinta rezolvarea aplicatiilor cu ajutorul unor
programe pe calculator. Pe plan national, in ultimii ani, s-a imbogatit numarul lucrarilor din
domeniul matematicii aplicate In economie sau al matematicii pentru economisti.

In planul de invatamant pentru ciclul I de studii universitarelicenta, in cadrul domeniului
fundamental stiinte economice, matematica aplicatd in economie face parte din categoria
disciplinelor fundamentale, care trebuie sa se regaseasca in pregatirea oricarui economist.

Cursul de fatd prezintd o abordare preponderent aplicativd a modelelor matematice
necesare pentru rezolvarea unor probleme practice. Principalele concepte economice utilizate
sunt studiate concomitent la disciplinele economice fundamentale sau de specialitate si mai ales
la disciplina de microeconomie. Suportul teoretic se referd la elementele necesare pentru
intelegerea conceptelor matematice §i rezolvarea aplicatiilor economice corespunzatoare.
Exemplele sunt rezolvate cat mai detaliat, iar organizarea tabelard a unor aplicatii permite
utilizarea mai eficienta a calculatorului, respectiv a programului de calcul tabelar Excel.

Continutul cursului se adreseaza atat studentilor cu o temeinicad cunoastere a notiunilor de
algebra din liceu, dar si celor care au nevoie sa Inteleagad unele notiuni. Astfel, prezenta lucrare
incearcd sa raspunda unor necesitati de adancire a pregatirii In domeniul matematicii a tuturor
celor interesati.

Paragrafele teoretice sunt sustinute de numeroase exemple si de probleme rezolvate, care
dau posibilitatea aprofundérii notiunilor cuprinse in unitatea respectivd de invatare. De
asemenea, cititorului ii sunt lasate spre exersare diverse aplicatii.

Materialul cursului este structurat in zece unitati de invatare: primele doud sunt dedicate
unor notiuni fundamentale din cadrul larg al algebrei superioare, urméand ca urmatoarele patru
unitdti sa trateze o tematicd mai ampla a algebrei liniare. Astfel, prima unitate de invétare este
dedicata functiei de gradul 1. Aldturi de diferite proprietdti geometrice de baza, sunt prezentate
metode de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare, respectiv a sistemelor de inecuatii liniare cu
doud necunoscute, dar si notiuni noi precum dreapta de regresie. A doua unitate de invatare este
dedicata studiului matricelor si determinantilor. Alaturi de notiuni cunoscute din liceu precum
rangul, respectiv inversa unei matrici sau metode de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare cu
mai multe variabile, sunt prezentate notiuni noi precum transformarile elementare precum si
aplicatii acestora. A treia unitate de Invatare este dedicata spatiilor vectoriale, cuprinzand
notiunile clasice precum subspatiu vectorial, liniar independenta, baza intr-un spatiu vectorial,
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spatiu euclidian, dar si unele mai putin intalnite precum lema substitutiei. A patra unitate de
invatare este dedicata studiului notiunii de transformare liniard, notiune care o continud pe cea
de morfism de grupuri intalnita in clasa a XII-a. Alaturi de definitie si notiuni precum nucleu,
imagine, matrice asociatd in raport cu o baza, este tratatd si tematica vectorilor si valorilor
proprii, tematica ce-si are aplicabilitate in diagonalizarea unei matrici precum si in rezolvarea
sistemelor de ecuatii diferentiale. A cincea unitate de invatare este dedicata formelor biliniare,
acestea fiind utile spre exemplu in studierea punctelor de extrem ale unei functii de mai multe
variabile. Urmatoarele unitati de invdtare sunt orientate cdtre modelele de optimizare
reprezentate prin probleme de programare liniard, precum si modele economice care conduc la
acestea. Sunt prezentate metodele de rezolvare a unei probleme de programare liniara: metoda
grafica (unitatea opt) si algoritmul simplex (unitatea noud). Ultima unitate de invatare este
dedicatad problemelor de transport.

Prezenta lucrare va fi completatd de caietul de aplicatii, care va contine pentru fiecare
tema de studiu, aplicatii rezolvate dar si aplicatii propuse specifice temei respective.
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1.1. Functia si ecuatia de gradul 1

Functia de gradul 1 (numita si functia liniard) este functia f: R — R, definitd prin:

f(x) =ax + b, (1.1)

unde a,b € R, a # 0.
Graficul functiei de gradul 1 este multimea:

Gr ={(x,y):x ER,y = ax + b}, (1.2)

care se reprezintd in planul axelor de coordonate printr-o dreapta.

Daca a >0 functia de gradul 1 este crescdtoare, iar dacd a <0 functia este
descrescatoare.

Ecuatia de gradul 1 este ax+b=0,ab€eR,a+0, (1.3)
cu solutia pentru a # 0:

x=-2€R (1.4)

Reprezentarea grafica a functiei de gradul 1(a dreptei): se determind doud puncte, de
obicei utilizandu-se punctele de intersectie cu axele de coordonate:

y=0 x=0 y
Gf N Ox : b,GfHOy: _b.(l.S)
X = _Z y =
(0,b) -
O Observatia 1.1 Relatia x = a este ecuatia y‘g

unei drepte verticale, paralele cu axa Oy, iar y =
b este ecuatia unei drepte orizontale, paralele cu
Ox ° (-b/a,0)

» X
0 \

Figura 1.1 Graficul functiei de gradul 1

O Exemplul 1.1 Intr-o unitate economici este achizitionat un utilaj cu valoarea de 120.000
unitdti monetare (u.m.) si care este amortizat intr-o perioada de 10 ani. Valoarea utilajului, y,
in functie de numarul de luni de functionare, x, este datd de expresia:

y = f(x) = —=1000x + 120 000,

ceea ce inseamna cd in fiecare lund de functionare se amortizeaza 1.000 u.m. din valoarea
utilajului. Sa se determine punctele de intersectie cu axele de coordonate si sa se reprezinte
grafic functia liniara care modeleaza valoarea de amortizare a utilajului respectiv.

Rezolvare: Determindm mai intai punctele de intersectie cu axele de coordonate. Obtinem:
y = 0 x=0
GfHOx:{ ,GfHOy:{

x =120 y =120 000
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Observam ca, in mod natural, functia de amortizare este descrescatoare, graficul functiei liniare
corespunzatoare fiind reprezentat in Figura 1.2. O

140.000
120.000

100.000 -

80.000 -| y =-1.000x + 120.000

60.000 -
40.000 -
20.000

0 T T T T T 1

20.000 4 20 40 60 80 100 120 0

-40.000 -

Figura 1.2 Graficul functiei de amortizare

O Exemplul 1.2: Se considera P ca fiind pretul de vanzare al unui produs, care poate fi definit
ca o functie de costul C al produsului, pe doua intervale, dupd cum urmeaza:
3C, daca0 < (C <20
P=f(C) =4 3C

7+30, dacaC > 20 -

Sa se construiasca tabloul de variatie si sa se reprezinte grafic functia de pret.

Rezolvare: Construim mai intai tabloul de variatie al functiei de pret si obtinem datele din
Tabelul 1.1. Se observa avem pentru C = 20, avem f(20) = 3 -20 = 60.

Tabelul 1.1. Tabloul de variatie al functiei de pret
¢ P = f(C)

0 0

10 30

20 60

30 75

40 90

Cu ajutorul tabloului de variatie reprezentam

cele doud ramuri ale functiei de pret, fiecare 100 ¢
ramurd fiind determinatd de cate 3 puncte.
Graficul functiei de pret este reprezentat in 70
Figura 1.3. O 60

P(C)=1,5C+30

P(C)=3C

0 10 20 30 40 50

Figura 1.3. Graficul functiei de pret



Consideratii geometrice

Consideram in planul axelor de coordonate punctele M, (x4, y,) si My(x5,y,) reprezentate in
Figura 1.4. Atunci panta sau coeficientul unghiular al dreptei cu ecuatia generald y = mx +n

care trece prin punctele M; si M, este:

=
|
|
|
|
|
|
ceecececbhecacccca-

\
|

Q
=
=
[\e}
v
=

Figura 1.4. Coordonatele a doua puncte in plan

O Ecuatia dreptei care trece printr-un punct M, (x,, y,) $i are panta m, este:

(d)y—yo =m-(x—xo),

iar ecuatia dreptei care trece prin punctele My (x;, y1) si M, (x,,y,) este data de:

(D y—yo =22 (x — xp),

X2—X1
ecuatie echivalenta cu

X—Xo _ Y—=Yo
(d) T2 = X
X2—X1 Y2=V1

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.8)

Referitor la pozitiile relative a doua drepte in plan, (d;) y = myx + ny si (d,) y = myx +

n,, daca dreptele sunt paralele avem proprietatea:
dy Il dy & my =my,
iar daca dreptele sunt perpendiculare, avem proprietatea:
dl ldz @ml'mz :_1.

O Definitie 1.2 Distanta dintre punctele M, (x;,y;) si M, (x,,y,) este:

d(My, M;) = \/(xz —x1)%+ (2 —y1)%
4

(1.9)

(1.10)

(1.11)



O Exemplul 1.3 Sa se determine ecuatia dreptei (d;) care trece prin punctele de coordonate
A(1,-1) si B(4,2) si ecuatia dreptei (d,) care trece prin punctele de coordonate C(3,1) si,
respectiv, D (6, —2) si sa se reprezinte dreptele in acelasi sistem de axe de coordonate.

Rezolvare: Aplicaim relatia (1.9) si
obtinem pentru prima dreapta: 61
(d)y+1 =§-(x—1) sau
(d)y=x-2.
Analog, pentru a doua dreapta:

dp)y—1= 22

*(x — 3) sau

6—-3

(d))y=—x+4.

Reprezentarea grafica a celor doua drepte
este redatd in Figura 1.5.

Sa remarcam faptul ca daca am fi
aplicat relatia (1.6) am fi obtinut coeficientul unghiular pentru prima dreapta

Figura 1.5

_2+1
4-1

1 15

si atunci scriind relatia (1.7) pentru punctul A sau punctul B rezulta similar ecuatia dreptei (d;). O

1.1 Sisteme liniare

O Definitia 1.3 Sistemele liniare sunt sistemele de ecuatii de forma:
ai1Xq + A12X, + -4+ A1pnXn = b1
alel + azzxz + -+ aann = bz

(
{ _ : (1.12)
I

kamlx1 + Xy + o+ QppnXn = by,
in care necunoscutele x,,x,,...,x, apar la puterea intdi, iar valorile a;, 1<i<n, 1<j<m,
sunt coeficientii sistemului, in timp ce valorile b i 1< j<m, sunt termenii liberi. Sistemul

(1.12) este un sistem liniar de forma m x n, adicd un sistem cu m ecuatii §i n necunoscute.

Forma generald a unui sistem liniar de doua ecuatii cu doua necunoscute este:

{a11x1 + a;x; = by

, 1.13
Az1X1 + Az2X; = b, ( )

care se poate rezolva prin metoda substitutiei, prin metoda reducerii sau prin metoda grafica.

Prin metoda substitutiei, explicitim o necunoscutd din una din ecuatiile sistemului, pe
care o Inlocuim (substituim) in cealalta ecuatie, rezolvand o ecuatie cu o singurd necunoscuta.
De exemplu, daca explicitam pe x; din prima ecuatie a sistemului (1.13), obtinem:
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_ __bi—a1x;
ai1Xq + AiXy = bl — X1 = —a11 .

Inlocuind pe x; in a doua ecuatie a sistemului rezulta x, de forma:

X, = ai1by—az1bq
2 - .
A11022—012021

Pentru determinarea lui x4, putem inlocui valoarea gasita pentru x, Intr-una din ecuatiile
sistemului sau chiar in expresia lui x; calculatd mai sus.

Metoda reducerii, constd din eliminarea (reducerea) unei necunoscute aplicand
proprietatile de echivalenta ale ecuatiilor si apoi rezolvand ecuatia cu o singurd necunoscuta
obtinuta. De exemplu, daca reducem pe x, Intre ecuatiile sistemului (1.13), rezultd, succesiv:

{ A11X1 + A12X; = by |- ayp; { A11022X1 + A12072X; = Ap2bq
Az1X1 + Az2%X; = by |' (—ayy) —Q21012X) — Ap012X; = —0q3b;
Adunand cele doua relatii, se obtine:

Ag2b1 — aq2b,

(a11022—021013) * X1 = Azoby — A1pby & x1 = — :
11022 — Q12021
Pentru cealaltd necunoscuta putem aplica inca o data metoda reducerii sau putem aplica metoda
substitutiei.
Am obtinut astfel solutiile sistemului liniar (1.13) de forma:
az2bi—aq2b
(xl — 2201 1292
a11022—012021
{ . (1.14)
ai1b,—az1b
kx — 11072 2191
A11022—0A12021
O Exemplul 1.4 Sa se rezolve sistemul liniar:

xX—y=2

x+y=4
Rezolvare: Metoda substitutiei Din prima ecuatie a sistemului, vom explicita necunoscuta x
obtinand:
x=y+2
apoi vom substitui (inlocui) in cea de-a doua ecuatie:

y+2+y=4
2y =2

y =1
Pentru determinarea lui x, putem inlocui valoarea gasita pentru y intr-una din ecuatiile
sistemului sau chiar in expresia lui x calculati mai sus. In cazul celei de-a doua variante, avem
x=1+2=3.
Metoda reducerii Observam ca in cazul necunoscutei y coeficientii sunt opusi (respectiv, egali,
in valoare absolutd) ceea ce ar fi echivalent cu faptul ca suma lor este 0. Aceastd sugereaza
adunarea celor doud relatii ale sistemului



(x—y=2
x+y=47"%=3
2x |/ =6

Ceea ce urmeaza este inlocuirea valorii gasite pentru x Intr-una din ecuatiile sistemului. Astfel,

in cazul primei ecuatii se obtine:
3—y=2

—y=-1

y=1.
O Observatia 1.2 Dacd pentru nici o necunoscutd nu avem coeficienti opusi, atunci se
inmultesc convenabil cele doud ecuatii astfel incat pentru una din necunoscute sd se obtina
coeficienti opusi. Spre exemplu, sistemul initial nu are coeficientii lui x sunt egali, insd prin
inmultirea primei ecuatii cu -1 ei vor deveni opusi:

—x+y=-2
x—y=2|(—-1) —x+y=-2 ( Y
N . —>{ N . —>{ X+y=4 -»y=1-x=3. O
= X = _—
Ty Y \ 7 2y=2

O alternativa practica pentru rezolvarea sistemelor liniare de tip 2 X 2 este metoda grafica de
rezolvare, care constd din reprezentarea graficd a dreptelor reprezentate prin ecuatiile
sistemului. Coordonatele punctului de intersectie reprezintd de fapt solutia sistemului.

O Exemplul 1.5 Sa se rezolve prin metoda grafica sistemul liniar:

{x—y=2

x+y=4

Rezolvare: Aducem ecuatiile sistemului la forma

generald a ecuatiei liniare $i obtinem sistemul 61
echivalent:

y=x-—2

y=—-x+4

Observam ca acestea sunt dreptele (d;) si (d5)
din Exemplul 1.3. Reprezentand grafic aceste drepte,
punctul lor de intersectie reprezintd solutia sistemului.
Pentru determinarea coordonatelor punctului de Figura 1.6. Solutia graficd a
intersectie, egalam ecuatiile sistemului si obtinem: sistemului din Exemplul 1.5

x—2=—x+42x=6=x=3s1 y=1.



Dupa cum se observa si din Figura 1.6, solutia sistemului este datd de punctul de
coordonate S(3,1). O

In exemplul 1.5, sistemul are o solutie unici. Spunem ca sistemul este compatibil
determinat. In cazul in care sistemul are o infinitate de solutii, spunem ci sistemul este
compatibil nedeterminat, iar in cazul 1n care sistemul nu are nici o solutie, sistemul este
incompatibil.

Metodele de substitutie si de reducere sunt aplicabile si pentru sistemele 3 X 3 si de
dimensiuni mai mari, dar pentru rezolvarea acestora sunt mai eficace metodele matriceale, pe
care le vom aborda ulterior.

1.2 Inecuatii liniare

Forma generald a unei inecuatii liniare cu o singura necunoscuta este:

ax+b=0,abeRa+0, (1.15)

in care inegalitatea poate fi una din relatiile >, <, >, <.

Solutia inecuatiei liniare cu o necunoscutd, dacd exista, este un interval.

In general, daca D este domeniul de existentd al inecuatiei, iar S este multimea solutiilor
inecuatiei obtinutd dupa rezolvarea acesteia, atunci solutia finald a inecuatiei va fi data de
multimea S D.

O Exemplul 1.6 Sa se rezolve inecuatia 3x — 2 < 7, stiind ca x este un numar natural.

Rezolvare: Aplicand relatiile de echivalenta obtinem succesiv:
Ix—2<73x<9< x<3.

Avem asadar:

D:x €N
& x €SND ={0,1,2,3}. O
S:x € (—o, 3]

Sa consideram acum forma generald a unei inecuatii liniare cu doud necunoscute:

ax+by+c=>0,ab,c€R,ab+0, (1.16)

in care inegalitatea poate fi una din relatiile <, >, <, >.

Solutia unei asemenea ecuatii este multimea punctelor din plan care satisfac inegalitatea
datd. Una din metodele practice de rezolvare a inecuatiilor liniare cu doua necunoscute este
metoda grafica. Pentru aceasta, inecuatia se aduce la forma y > mx + n (in care inegalitatea
poate fi una din relatiile <, >, <,>), se reprezinta grafic dreapta de ecuatie y = mx + n, iar
solutia este data de semiplanul situat deasupra (sau dedesubtul) dreptei respective.

Sa mai remarcam faptul ca daca inegalitatea este stricta (>, <), atunci punctele nu se afla
pe dreapta respectiva (aspect subliniat grafic printr-o linie punctatd), iar daca inegalitatea nu
este strictd, atunci punctele apartin dreptei (avand astfel o linie continua).



O Exemplul 1.7 Sa se rezolve prin metoda grafica inecuatia cu doud necunoscute:

4x — 2y —6 < 0.

. D 51
Rezolvare: Aplicind metoda mentionatd si 4l
explicitandu-1 pe y, obtinem: 31 y>=2x -3
4x -2y —6<0=2y>4x—6 fj
L— y 2 Zx - 3 T T i} T T ]
o . : .2 -1 1 2 3 4
Solutia inecuatiei va fi unul din cele doua by
semiplane: cel de deasupra dreptei si cel de sub 3
aceasta. Alegerea semiplanului solutie se face /
astfel: se alege un punct oarecare din plan (de 5-

obicei originea axelor) si se studiazd inecuatia Figura 1.7. Solutia grafica

pentru acel punct. Va fi solutie semiplanul care

contine acest punct.

In cazul de fatd, solutia este reprezentati de multimea punctelor din plan situate deasupra
dreptei de ecuatie y = 2x — 3, respectiv aria hasurata din Figura 1.7, inclusiv punctele situate
pe dreapta. O

Atunci cand avem doud sau mai multe inecuatii cu doud necunoscute, avem de fapt un sistem
de inecuatii. Solutia sistemului se obtine deci din intersectia solutiilor fiecarei inecuatii.

O Exemplul 1.8 Sa se rezolve, prin metoda grafica, sistemul de inecuatii cu doud necunoscute:

{3x—2y—420

x+y—-3>0

Rezolvare: Scriem sistemul de inecuatii sub forma:

~ 57

3x—2y—42=>0 2y <3x—4
x+y—3>0 y>-—-x+3

y<-x—+4%

=
y>-—-x+3
Figura 1.8
Reprezentam grafic dreptele y = %x — 4 (cu linie continud) i y = —x + 3 (cu linie punctata),

aplicind metoda de mai sus pentru a determina solutia fiecarei inecuatii. Solutia sistemului
(Figura 1.8) este data de intersecttia celor doua arii hasurate. De asemenea, coordonatele
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punctului de intersectie care delimiteaza domeniul solutiei sistemului de inecuatii sunt x = 2 si
y = 1. O

1.3 Metoda regresiei liniare

In multe aplicatii practice, atunci cand analizim doua variabile, ne intereseazi ecuatia
dreptei care modeleaza cel mai bine relatia de dependenta dintre cele doud variabile. Metoda
care ne furnizeaza forma analitica a acestei dreptei (numitd dreapta de regresie) este metoda
regresiei liniare.

Fie in plan punctele de coordonate (x;,y;),1 < i < n, si fie y = ax + [ ecuatia dreptei
care se situeaza (trece) in apropierea a cat mai multe puncte. Pentru fiecare valoare x; avem
y = ax + B, care reprezintd valoarea estimatd a lui y;. Coeficientii a si f se determina,
conform metodei celor mai mici pdtrate, astfel incat suma patratelor abaterilor valorilor
estimate de la valorile date sa fie minima:

Y — 9% (1.17)

Metoda celor mai mici patrate conduce la ecuatia dreptei de regresie:
y=ax+p, (1.18)

unde coeficientii a si f sunt dati de relatiile:

n .yn .y .
=1 Xt N Vi — M N1 XY

(Z?:l xX)?—n- Z?:l(xi)z

(1.19)

ﬁ — ?=1 yi—a- Z?=1xi (120)

n

O Exemplul 1.9: Sa se determine si sa se reprezinte grafic ecuatia dreptei de regresie pentru
valorile din tabelul de mai jos:

x, | 50 | 25 | 10 | 5

Vi 2 4 10 | 20

Rezolvare: Determindm mai intai sumele necesare, pentru n = 4:

10



y =-03347x + 16,531

Figura 1.9. Dreapta de regresie din Exemplul 1.9

4
le-=5o+25+10+5=90

i=1

n
Zyi=2+4+10+20=36
i=1

4

Z(xl-)2 = 502 + 257 + 102 + 52 = 3250

i=1

4

D %y =50-2+425-4+10-10+5-20 = 400
i=1

Inlocuind in relatiile (1.19) si (1.20), rezulta coeficientii:

_ 90-36—4-40 __ 36—(0,33)-90

= 507 —a3250 — —0,3347.p = = 16,531,

adica ecuatia de regresie § = —0,3347x + 16,531, reprezentata in Figura 1.9.
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Aplicatii propuse

O Al.1: Intr-o unitate economica este achizitionat un utilaj cu valoarea de 240.000 unitati
monetare (u.m.) si care este amortizat intr-o perioada de 10 ani. Valoarea utilajului, y, in functie
de numarul de luni de functionare, x, este data de expresia:

y = f(x) = —=1000x + 240 000,

ceea ce inseamnd cd in fiecare lund de functionare se amortizeaza 1.000 u.m. din valoarea
utilajului. S@ se determine punctele de intersectie cu axele de coordonate §i sa se reprezinte
grafic functia liniara care modeleaza valoarea de amortizare a utilajului respectiv.

O A1.2: Se considera P ca fiind pretul de vanzare al unui produs, care poate fi definit ca o
functie de costul C al produsului, pe doua intervale, dupd cum urmeaza:

2C + 30, daca0 < C <30

P=Ff0) =1,

E+4O' daca0 < C < 30

Sa se construiasca tabloul de variatie si sa se reprezinte grafic functia de pret.

O A1.3 Sa se determine ecuatia dreptei (d,) care trece prin punctele de coordonate A(—1, 1)
si B(—4,— 2) si ecuatia dreptei (d,) care trece prin punctele de coordonate C(—1,3) si,
respectiv, D (2, 6) si sa se reprezinte dreptele in acelasi sistem de axe de coordonate.

O Al1.4 Sa se rezolve sistemul liniar:

2x—y =5

x+3y=26
folosind cele trei metode cunoscute.

O Al.5 Sa se rezolve, prin metoda grafica, sistemul de inecuatii cu doud necunoscute:
4x—3y+12=0

3x+y—6>0

O Al1.6 Sa se determine si sa se reprezinte grafic ecuatia dreptei de regresie pentru valorile
din tabelul de mai jos:

X; 20 35 10 50

y; | 30 | 40 | 20 | 30
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2.1. Definitii. Proprietati

O Definitia 2.1 O matrice este un tablou patratic de forma:

ai; 42 Ain
a21 azz “en a2n

A=| . N : (2.1)
am1 Am2-- Amn

Notdm A = (ai j)izL—m, unde a;; sunt elementele matricei A de tip m X n (cu m linii si n
j=1n

coloane). De exemplu, elementul a,3 este elementul situat pe linia 2 i coloana 3. O matrice de
tipm X n are m - n elemente. Dacd m = n ca avem o matrice patratica, in care n este ordinul
matricei.

O Definitia 2.2 O matrice de tipul 1 X n este o matrice linie, iar o matrice de tipul m X 1 este
o matrice coloana. Matricele linie sau coloana se mai numesc si vectori.

O Definitia 2.3 Elementele a4, a;y, ..., an, ale unei matrice patratice alcatuiesc diagonala
principalad a matricei, iar elementele a;,, a1, ..., py alcatuiesc diagonala secundara a
matricei.

O Definitia 2.4 O matrice in care toate elementele sunt 0 se numeste matrice nula, cu notatia
0 = (0), iar o matrice patraticd de ordinul in care elementele de pe diagonala principala sunt
egale cu 1, iar celelalte elemente sunt 0 se numeste matrice unitate de ordinul n si are forma:

1 0.. 0
=0 10 22)
0 0... 1

O Definitia 2.5 O matrice patratica in care toate elementele situate sub diagonala principala
(sau deasupra diagonalei principale) sunt egale cu 0 se numeste matrice triunghiulara. O
matrice patratica care are elementele de pe diagonala principald diferite de 0, iar celelalte
elemente egale cu 0, se numeste matrice diagonala.
Fie doua matrice de acelasi tip A = (aij)i=1,—m siB = (bij)i=1,_m-
j=1n j=1n

O Definitia 2.6: Se spune cd matricele A si B sunt egale si se scrie A = B, dacd a;; = b;;
pentru fiecare i,j, unde i = 1,m, j = 1,n.

O Definitia 2.7: Se numeste suma matricelor A si B, matricea C = (cl- j)izL—m si se noteaza

j=1n

C = A + B, care are elementele ¢;; = a;; + b, pentru fiecare i, j,unde i = 1,m, j = 1,n.

ij

O Definitia 2.8: Matricea —A = (—ai j) i=Tm S€ numeste opusa matricei A. Atunci matricea
j=1n

A — B = A + (—B) se numeste diferenta dintre A si B.

O Exemplul 2.1: Sa se determine suma matricelor:

A= (411 —21 —32) B = (:% —21 _03)‘

Rezolvare: Conform Definitiei 2.2, matricea suma va fi matricea:

1+(-1) 2+(@) 3+(3)
62(41(—2) —11(—1) —+2+0>:(g _42 _02)'
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O Exemplul 2.2: Sa se determine diferenta matricelor:

a=( 4 =G 4 7))

Rezolvare: Conform Definitiei 2.8 matricea diferentd va fi matricea:

c=(I7D 27@ 32 0 6

4—-(-2) -1-(-1) -2-0 6 0 -2/
O
O Definitia 2.9: Se numeste produs dintre numérul « si matricea A = (ai ]-) i=Tm
j=1n
matricea B = (bij)izL—m, si se scrie B = a * A, matricea care are elementele b;; = a - a;j,

j=1n -
pentru fiecare i,j,unde i = 1,m, j = 1,n.
O Exemplul 2.3: Sa se determine produsul dintre numarul 5 si matricea A din Exemplul 2.2.
Rezolvare: Rezulta, conform definitiei de mai sus:
a_e (1 2 3y\_(5"1 5-2 5-3)_510 15
>:A=5 (4 -1 —2) N (5-4 5-(-1) 5-(-2)) (20 -5 —10)'

O

Fie acum doud matrice A = (a);=1m detipm X nsiB = (bkj)k=1,_n detipn X p.
k=Tn j=1p
O Definitia 2.5: Se numeste produsul matricelor A si B, matricea C = (ci j)i=1,_m detipm X
j=1n
n, avand elementele:

_\n . _ . ) .
Cij = Nfeq ik bij = Qi1 byj + Qi * bayj+. ..+ * by,

pentru fiecare i, j,unde i = 1,m,j = 1,n. Notim C = A B.

O Observatia 2.1: Din definitia de mai sus, se poate observa ca elementul c;; din matricea
produs este suma elementelor ce se obtin ca produs dintre elementele de pe linia i a matricei
A cu elementele corespunzatoare de pe coloana j a matricei B. De asemenea, sa notam ca
inmultirea matricelor este posibila numai dacd numarul de coloane din prima matrice este egal
cu numarul de linii din a doua matrice.

O Exemplul 2.4: Sa se determine produsul matricelor:

a=( 4 2ee-(2 )

Rezolvare: Deoarece matricea A este de tipul 2 X 3, iar matricea B de tipul 3 X 2, atunci

produsului matricelor este posibil, iar matricea produs C va fi de tipul 2 X 2:
c ( 1-(-1)+2-24+3-(-3) 1-(-1)+2-(-1)+3-0 )
4D+ (D 2+ (-2 (=3) 4 (D + (-1 (=D +(~=2) 0

(o 29
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Pe baza inmultirii matricelor, putem defini puterile unei matrice patratice dupa cum
urmeazi: pentru orice numir natural n convenim ci A° = I,. Notim : Al = A4, A2 = A- A,
A3 =A%-A,. . A" =A""1- A
O Definitia 2.11: Se numeste transpusa unei matrice A = (ai j)i=1,_m , matricea obtinuta din

j=1n
matricea initiald prin inlocuirea (transpunerea) liniilor cu coloanele.
Notim AT = (a]l) j=1m - Matricea transpusa a unei matrice de tip m X n este o matrice de tipul
i= 1m
nxm.
O Exemplul 2.5: Sa se determine transpusa matricei:

1 2 3
a=( ).
4 -1 =2
Rezolvare: Prin schimbarea liniilor cu coloanele in matricea initiald obtinem matricea
transpusa de tip 3 X 2:

4

—1 —2 ,

2.2 Determinanti

Fie A = (al- j) i=Tn » 0 matrice patratica de ordinul n.
j=1n
O Definitia 2.12: Se numeste determinant al matricei A, numarul asociat matricei A notat
det(A4) = |A|.
Daca A = (ay;) este o matrice patraticd de ordinul 1, atunci determinantul matricei A
este prin definitie:

det(A) = |ay1| = aqq. (2.3)

Daca A este o matrice patratica de ordinul 2, de forma:

_ (a11 a12)
A1 A2/’
atunci determinantul matricei A este prin definitie:
Q12
detA—|n\\ |=a "Qyy — Aqp " Apq. 2.4
(4) Ny 11 " 22 12 " 21 (2.4)

Termenii care apar in partea dreaptd a expresiei de mai sus, se numesc termenii
dezvoltarii determinantului.
O Exemplul 2.6: Sa se calculeze determinatul matricei:

_(3 2
4= (—5 4)
Rezolvare: Aplicam regula de mai sus si obtinem:
det(A)—|3 |_3 4—2-(=5).
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Daca A este o matrice patratica de ordinul 3, de forma:
A1 A1z Qg3
A=[0az21 Az a3 |,
a3z; a3z dszz

atunci determinantul matricei A este prin definitie:

a1 A12 Qg3
a1 0dpz dzz
asz; dsz; dsz

det(4) =

Aq1° Az " A33 T A1 " Ap3 " A31 + A1 " A3 " Q43 —

—0y3 03y " A3 — A " Apq " Q33 — A7 " A3 " A3 (2.5)

Pentru determinarea relatiei (2.3) existd doud metode de calcul direct al determinantilor
de ordinul 3, respectiv regula lui Sarrus si regula triunghiului.

Pentru a aplica regula lui Sarrus, se completeaza determinantul in partea inferioara cu
primele 2 linii ale acestuia, iar valoarea determinantului se obtine adunand produsul elementelor
de pe diagonala principala si de pe cele doua diagonale paralele cu aceasta si scazand produsul
elementelor de pe diagonala secundara si de pe cele doud diagonale paralele cu aceasta.

Schema de aplicare a regulii lui Sarrus este reprezentatd in Figura 2.1, valorile cu semnul
+ fiind marcate cu o linie continud in timp ce valorile cu semnul — sunt marcate printr-o linie
intrerupta.

Figura 2.1: Regula lui Sarrus

O Exemplul 2.7: Sa se calculeze cu regula lui Sarrus determinatul matricei:

1 2 3
A=14 -1 -2
3 1 0

Rezolvare: Aplicdm regula lui Sarrus §i obtinem:

det(A)

= 1-(-1)-0+4-1-34+3-2-(=2) -
—3-(=1)-3—-1-1-(-2)—4-2-0=11
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Cu regula triunghiului, valoarea determinantului se obtine adunand produsul
elementelor de pe diagonala principala si de pe cele doud triunghiuri paralele cu aceasta si
scazand produsul elementelor de pe diagonala secundara si de pe cele doua triunghiuri paralele
cu aceasta.

Schema de aplicare a regulii triunghiului este reprezentata in Figura 2.2, in care valorile
triunghiurilor delimitate de liniile continue sunt produsele cu semnul + si valorile triunghiurilor
delimitate de liniile punctate sunt produsele cu semnul —

axy 3
det(A) = 23
32 3

Figura 2.2: Regula triunghiului
O Exemplul 2.8: Sa se calculeze cu regula triunghiului determinantul matricei din Exemplul
2.7.
Rezolvare: Aplicand regula triunghiului, mai intai produselor elementelor de pe diagonala
principald (1,—1,0) si a produselor formate din triunghiurile paralele cu aceasta (4,1, 3) si
(3,2, —2). Continuand procedeul pentru elementele de pe diagonala secundard (3,—1,3) si a
produselor formate din triunghiurile paralele cu aceasta (1,1, —2) si (4, 2,0), obtinem:

-
----------
aaaa

_________

12 53 123
det(4) = 4%2 — |4 TN =2
3 0 37 T
= [1-(-1)-04+4-1-343-2-(-2)] -
—[3-(-1)-3+1-1-(-2)+4-2-0]=11
O
Fie A = (al ]) —_, 0 matrice patraticd de ordinul n.

O Definitia 2 13 Se numeste minor al elementului a;; determinantul matricei patratice de
ordin n—1, rezultate prin eliminarea din matricea A a liniei i i a coloanei j. Minorul se noteaza
prin det (A;;) sau prin D;;.

O Definitia 2.14: Se numeste complement algebric al elementului a;; numérul
(-1 det(4;;).

O Exemplul 2.9: Sa se determine minorul si complementul algebric al elementuluii = 1,j =

2 (marcate cu casutd) din matricea:
1 2 3
A=14 -1 =2/
3 1 0

Rezolvare: Elimindm din matricea A linia 1 si coloana 2 si obtinem:

A=| 4 -2 |
3 0
Atunci minorul elementului a,, este:
Dy, = det(A;,) = |§ _02| —4-0-3-(=2) =6
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De asemenea, complementul algebric al elementului a,, = 2 este:
(_1)1+2Di]' = (—1)3 -6 = —6.

O

O Definitia 2.15: Determinantul matricei patratice de ordinul n, A = (al- j)i j=TR’ este suma
produselor elementelor din linia i cu complementii lor algebrici, respectiv:
det(4d) = Yr (=D -det(4;))
(2.6)
= (-1 -det(A;) + (-2 - det(A;) + -+ (1) - det(Ai)
Aceasta este o relatie generald pentru calculul unui determinant de ordin n purtand numele de
dezvoltarea pe linie a unui determinant. In mod similar, are loc dezvoltarea pe coloana a unui

determinant.
O Exemplul 2.10: Sa se calculeze determinantul matricei:

1 2 3
A= <4 -1 —2),
3 1 0
aplicand Definitia 2.14.
Rezolvare: Utilizand relatia (2.4) pentru linia i =1 obtinem:

4 -1 -2
3 1 0

det(4) =

(—1)li1%ia+col¢}lana .. |—11 —02| + (—1)li1%ia+col§ana ._ |;1. —02|

e @]

= 1-[1]-2+ (-1 [2]-6+1-[3]-7=2—-12+21 = 11.
O

O Propozitia 2.1: Determinantul unei matrice patratice de ordinul n, A = (ai f)ij—ﬁ este

egal cu determinantul matricei transpuse a lui 4, det(4) = det(AT).

O Propozitia 2.2: Pentru matricele patratice de ordinul n au loc proprietatile:

(1) Daca toate elementele unei linii (sau ale unei coloane) ale matricei sunt nule, atunci
determinantul matricei este nul.

(2) Daca matricea are doua linii (sau doua coloane) identice, atunci determinantul matricei este
nul.

(3) Daca elementele a doua linii (sau a doua coloane) sunt proportionale, atunci determinantul
matricei este nul.

(4) Daca o linie (sau o coloand) este o combinatie liniara a celorlalte linii (sau coloane), atunci
determinantul matricei este nul.
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O Propozitia 2.3: Se poate scoate factor comun intre elementele unei linii (sau a unei coloane),
scriind determinantul initial ca produs intre factorul comun si determinatul in care am scos
factorul comun.
O Propozitia 2.4: Daca la o linie (sau la o coloand) a unei matrice patratice de ordinul n,
adundm elementele unei alte linii (sau coloane) inmultite cu acelasi numar, atunci aceasta
matrice va avea acelasi determinant ca si matricea initiala.

Sa aplicam acum proprietatea de mai sus pentru calculul determinantului matricei de

ordinul 5:
/ —-25 0-13 \
103 7-2
A= 3-10 5-5]
2 6-41 2
0-3-12 3
Aplicand Propozitia 2.4, incercdm sd obtinem zerouri pe coloana a 3-a (care are deja doud
zerouri). Utilizdm in acest scop linia a 5-a care are in coloana a 3-a elementul ay, =-1.

Inmultim linia a 5-a cu 3 si 0 adunim la linia a 2-a si apoi inmultim linia a 5-a cu 4 si o scidem
din linia a 4-a. Obtinem:

—25 0-13 —25|0/-1 3
103 7-2 1-90|13 7
det(A) =3 -10 5 —-5f{=]3 —-10[5 —5]|.
2 6[F4]1 2 2 18/ 0[-7-10
0-3-12 3 =3=12"3

Dezvoltam acum determinantul dupa a.; =—1 si rezulta un determinant de ordinul 4, in

care incercdm sd facem zerouri in prima coloand utilizand elementul a,, =1 din linia a 2-a,
obtinand:

»—25—1 3 013 25 17
_ o ys+3[1F913 7 | _ |[1[=9 13 7]
det(d) = D> 3 1’5 5| = 026 =32=26
- 2 18-7-10 0|36 —33—24

Dezvoltand dupa a,, =1, obtinem un determinant de ordinul 3 care poate fi calculat
direct, printr-una din metodele discutate anterior. Se obtine in final:

det(4) = 1032.

Interpretare geometrica O aplicatie a determinantilor in geometria analiticd este si ecuatia
dreptei determinati de doua puncte. Fie in planul axelor de coordonate punctele Py (x4, y;)
si P,(x2,v,). Atunci ecuatia dreptei care trece prin cele doua puncte date poate fi scrisa sub
forma:

x y 1
X3 y1 1f=0. (2.7)
Xz Y2 1

Cu relatia (2.7) putem sa scriem si conditia de coliniaritate a 3 puncte, inlocuind coordonatele
celui de al treilea punct in prima linie a determinantului:
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x3 y3 1 x1 Y1 1
X1 Y1 1{=0&s|x; y, 1]=0. (2.8)
X2 Y2 1 x3 y3 1
De asemenea, putem determina aria unui triunghi ale carui varfuri se afla in planul xOy:
L x1 Y1 1
Apae = ;|A|' A= [x, y2 1f. (2.9)
x3 y3 1

O Exemplul 2.11:

a) Sa se determine ecuatia dreptei ce trece prin punctele de coordonate A(1, —1) si B(4, 2).

b) Sa se verifice daca punctul C(2, —3) apartine dreptei (AB) iar In caz negativ, sd se dtermine
aria triunghiului ABC.

Rezolvare: Scriem ecuatia dreptei sub forma de determinant si obtinem succesiv, aplicand
regula triunghiului:

x y 1
1 -1 1|=0=—x+2+4y+4-2x—-y=0=3y=3x—6:3=y=x—2.
4 2 1

O

2.3. Inversa unei matrici

In numeroase aplicatii ale matricelor se utilizeaza inversa unei matrice, pe care 0 vom
defini in continuare.

O Definitia 2.16: Fie o matrice patratica de ordinul n, A = (aif)ij—ﬁ' Matricea A se

numeste inversabila, daca existd matricea B de ordinul n, cu proprietatea: A- B =B+ A = I,,.
Matricea B se numeste inversa matricei A si se noteazi: B = A7,

Rezultd imediat: A+ A™1 = A~ - A = I, si se poate arita ci inversa unei matrice, daci
existd, este unica.
O Propozitia 2.5: Matricea patraticd de ordinul n, A = (ai f)ijzﬁ este inversabila daca si

numai daci det(A4) # 0. In acest caz, A este 0 matrice nesingulara.
Algoritmul de calcul al inversei unei matrice este prezentat in continuare.

all alz “ew aln
. . . ) Az1 Q- App

Se considera matricea patratica de ordinul n, A = : L :
Ap1  Qpz- Qpp

Pasul 1. Se calculeaza determinantul matricei det(A). Daca det(A) # 0 atunci matricea este
inversabila si se trece la Pasul 2.
Pasul 2. Se determind transpusa matricei A:

a4 Qzq... Qpq
alz azz-.. anz

AT=| T (2.10)
Ain  Aap-- Qpn

Pasul 2. Se determind matricea adjunctd A* formata din complementii algebrici ai matricei
AT:
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(—=D™'det(41,) (- 1)2+1det(A21) (=™ 'det(4y)
=] & 1)1+2det(A12) (- 1)2+2det(A22) (—1)"+2F1et(An2)

(—1)™det(Ay)  (~1)*det(Azn) ~  (~1)™det(Am)

unde A;; este minorul de ordin n—1 al elementului a;;, rezultat prin eliminarea liniei i i a
coloanei j din matricea AT.
Pasul 4. Se determind matricea inversd A~! cu relatia:

1
detA

At=—. 4" 2.11)

O Exemplul 2.12: Sa se calculeze inversa matricei de ordinul 3:

2 5 4
A=11 4 3 )
1 -3 -2

Rezolvare: Aplicam algoritmul descris anterior i avem:
Pasul 1. Determinantul lui A este: det(A) = —1 # 0, deci existad inversa.
Pasul 2. Matricea transpusa a lui A este:

2 1 1
AT =[5 4 -3
4 3 -2

Pasul 2. Determinim complementii algebrici matricei AT:
141 _|4 -3|_ — 1.
-D™det(a) = [, | =4 (D=3 (-3) =1

(~DW2deti) = -3 | =

Continuam procedeul si obtinem matricea adjuncta:

1 -2 -1
A=5 -8 -2
-7 11 3

Pasul 4. Determinim matricea inversd A~ impartind termenii matricei adjuncte la valoarea
determinantului matricei A. Obtinem matricea inversa:

-1 2 1
Al=|-5 8 2 |
7 —-11 -3

Pentru verificare, se poate utilizarelatia A- A" = A"1- A = I5.

—[1-(=2)=3-1] = 5;

2.4 Rangul unei matrici

In paragraful 2.1 a fost introdusi notiunea de minor al unei matrici patratice. Notiunea

poate fi extinsa la o matrice oarecare. Fie A = (al- 1)1 =1’ © matrice de ordin m X n.
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O Definitia 2.17: Se numeste minor de ordin r al elementului a;; determinantul matricei
patratice de ordin r, rezultate prin eliminarea din matricea A a m — r linii si a n — r coloane.
O Definitia 2.18: Se numeste rangul matricei A un numar natural r cu proprietatile:

a)  1n matrice exista cel putin un minor de ordinul r diferit de zero.

b)  toti minorii de ordinul r + 1 sunt nuli.

O Observatie 2.2:

1. Rangul unei matrici reprezinta ordinul celui mai mare minor nenul.

2. Se demonstreaza ca daca toti minorii de ordinul r + 1 sunt nuli, atunci sunt nuli si toti minorii
de ordin mai mare car + 1.

O Exemplul 2.13: Sa se determine rangul matricei:

1 2 3
A=4 -1 -2
3 1 0

Rezolvare: Folosind Exemplul 2.9 avem det(A4) = 11 si astfel, exista un minor de ordin 3
(maxim) nenul,

1 2 3
4 -1 -2
3 1 0

prin urmare rangul matricei este 3.

O Exemplul 2.14: Sa se determine rangul matricei:

1 2 3
A=14 3 3|
310

Rezolvare: Deoarece det(A) = 0, rangul matricei este cel mult egal cu 2. Se observa ca
minorul de ordin 2 din colful N-V al matricei, respectiv |41L §| este nenul fiind egal cu —5.

Asadar, conform definitiei, rangul matricei este 2.
O

O Exemplul 2.15: Sa se determine rangul matricei:

4=(4 2 o)

Rezolvare: Deoarece matricea nu este patratica (m = 2,n = 3), nu se poate calcula
determinantul sau. Mai mult, minorii de ordin 2

A

sunt toti nuli, prin urmare rangul matricei este egal cu 1, deoarece cel putin un element al
matricei A este nenul.

O
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2.5 Transformari elementare

Alaturi de principalele operatii cu matrici (adunarea, scdderea sau produsul a doua
matrici, amplificarea cu un numadr real a unei matrici), exista si alte operatii (transformari) ce
se pot face asupra elementelor unei matrici, operatii ce presupun inmultirea matricei date cu o
matrice avand o forma particulara. Mai mult, aceste transformari au proprietatea ca nu modifica
rangul matricei date. RTC este un procedeu folosit in diferite aplicatii ce implicd calculul
matriceal si presupune folosirea operatiilor amintite anterior.

Fie matricea 4 = (al- j)i—mj—ﬁ de ordin m X n si I,,, matricea unitate de ordin m.

O Definitia 2.19: Se numeste transformare elementara aplicatd unei matrice una din
urmatoarele operatii (transformari):

- (T;) Inmultirea unui linii cu un numar real nenul. Vom nota L; = « - L; si citim: elementele
liniei I se Tnmultesc cu a, pentru a € R,

- (T,) permutarea a dous linii/coloane. In cazul a doua linii L;, L j-vomnota L; «— L, si citim:
elementele liniei I se schimba cu elementele liniei J,

- (T3) adaugarea la elementele unei linii I a elementelor altei linii /. Vom nota L; —» L; + L,
si citim: la elementele liniei I se adauga elementele liniei J.

Operatiile (T;),i = 1,3 presupun inmultirea la stinga a matricei A cu o matrice
obtinuta din matricea I,,, dupa cum urmeaza:

a; = 1, i#1
e matricea de inmultire (T;) este T;(a) = {a” =qa
0 inrest
a; =1, i#*lsaui+]
e matricea de permutare (T,) este T; ; = {a, j=a;=1
0 inrest
a; =1,
e matricea de adunare (T3) este Tj; (@) = Jay; =a (I,)) # (1,1).
0 inrest

O Observatia 2.3:
1. Detaliat, matricile celor trei transformari arata astfel:

0 0 0 e e 0
Ti(c)=10 0 0 0 1 0 0 0
0 0 a 0 0 | « I(linial) (2.12)
0 0 0 1
0 v e e 0 0 0 1
o : Y
I(coloana 1)
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TO e O O

1
1 eo e | I(linia[)
TI,]_ .
0 1 1 « J(linia J)
0 0
0 0 0 e 1
T T (2.13)
I(coloana 1) J(coloana J)
1 0 0 0 . 0
0 1 0 0 0 . 0
a wo oo |« I(linia l) (2.14)
Ty(@) = o o e e e
0 0 0 0 O 1 e 0
o - o o 1
T
J(coloana J)

O Propozitia 2.6: Matricile transformarilor elementare, T;(a), Ty, Tj; () satisfac urmétoarele
proprietati:

a)detT;(a) = a # 0,

b) detT;; = -1 # 0,

c) detT;;(a) =1+ 0.

Din propozitia anterioara se observa cd matricile transformarilor elementare au rangul m
si sunt inversabile. Are loc
O Propozitia 2.7: Inversele matricilor transformarilor elementare T, (a), T;;, T; () sunt:

- 1
a) [T(@)] ™ =T, (3).
-1
b [Ty] =Ty,
-1
c) [T,](a)] = T;(—a).
O Teorema 2.1: Transformarile elementare nu modifica rangul unei matrice.

O Definitia 2.20 : Matricele T)(a), T;;, Tj; (@) se numesc matrici elementare.
O Teorema 2.2: Fie doud matrici A si B. Daca matricea B se obtine prin aplicarea a k
transformari elementare asupra matricei A4, atunci putem scrie

B=T,*Ty*..xT*A
unde matricile T;, i = 1, k sunt matricile asociate transformarilor efctuate asupra lui A.
O Observatie 2.4 Daca matricea A este inversabila si consideram in teorema 2.2 matricea B =
Ly,atunciA =Ty * Ty * .. Ty.

O Definitia 2.21 : Doud matrice A si B care se obtin una din alta prin transformari elementare
se numesc echivalente (in privinta rangului) si scriem A~B.
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2.6. Reducerea in treaptd pe coloana a unei matrice (RTC)

Un procedeu de obtinere a unei matrici de formad Gauss-Jordan este RTC, metoda care
se realizeaza cu ajutorul transformarilor elementare.

Fie matricea A = (aif)i— T de ordin m X n,m < n. Vom nota cu L; linia i a lui

1m,j=1,
A (adica elementele de pe linia i).

O Definitia 2.22 : Spunem ca matricea A are forma Gauss-Jordan daca contine cel mult m
coloane ale matricei unitate I,,,.

O Teorema 2.3: Orice matrice nenuld poate fi adusa la forma Gauss-Jordan, printr-un numar
finit de transformari elementare.

O Definitia 2.23 : Se numste pivot al liniei L;, un element nenul, ales arbitrar sau dupa o
anumita reguld. Se numeste pivotaj cu element pivot a;;, ansamblul transformarilor elementare

necesare transformarii matricei A intr-o matrice ce va avea coloana j astfel: elementul de pe
pozitia i, j egal cu 1 iar restul elementelor egale cu 0.

O Observatie 2.5 Pivotajul presupune transformarea coloanei j a matricii initiale intr-o
coloand din matricea unitate de ordinul m .

O Definitia 2.24 : Se numeste lider al liniei L;, primul element nenul egal cu 1.
Metoda RTC presupune urmatoarele reguli:

e Pentru o linie, liderul va fi situat pe o coloanad la dreapta fatd de liderul aflat pe linia
anterioard. Exceptie face prima linie.

¢ Elemente situate pe coloana liderului sunt egale cu zero.
e Liniile nule ale matricei sunt situate pe ultimele pozitii in matrice.
Din cele expuse pana acum deduce urmatorul algoritm pentru RTC:

Pasul 1. Notdm cu [ indicele de linie al viitorului lider, avind valoarea initiala [ = 1 si alegem
prima coloana cu elemente nenule. Fie i indice de parcurgere pe coloana.

Pasul 2. Determinarea un lider.

a) Daca elementul a;; este lider (linia liderului este aceeasi cu coloana sa), atunci se trece
la pasul urmator.

b) Dacaexistidi € {1, ..., m} astfel incat elementul a;; este lider, [ # i (linia liderului este
diferita de coloana sa), atunci inversam (permutam) linia i cu linia [.

¢) Daca nu exista i € {1, ..., m} astfel incat elementul a;; sa fie lider, atunci alegem un
pivot si impartim elementele liniei la pivot (sau, echivalent, inmultim elementele liniei
pivotului cu inversul acestuia). Ulterior permutdm linia pivotului si linia (.

Pasul 3. Construirea zerourilor pe coloana liderului.
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Selectam un element nenul diferit de lider. El va deveni 0 adunand la linia sa (elementele situate
pe linia acestuia) elementele situate pe linia liderului [ inmultite cu opusul elementului selectat.
Repetam procedeul cu celelalte elemente de pe coloana liderului.

Pasul 4. Selectdm o coloand nenula situata la dreapta fata de coloana liderului crescand valoarea
indicelui [: [ — [ + 1. Se revine apoi la Pasul 2.

O Exemplul 2.16: Sa se reduca in treapta pe coloana matricea de ordinul 3:

2 5 4
A=11 4 3 ]
1 -3 -2

Rezolvare: Existd mai multe variante de reducere in treaptd a unei matrici date.
Varianta 1 : liderul se afla pe o linie oarecare diferitd de linia 1 a matricii:
---ITERATIA 1---

Pasul 1. Alegem prima coloana si respectiv [ = 1.

Pasul 2. Elementul a;; = 2 nu este lider. Existd i = 2 sau i = 3 astfel incat a,; = az; = 1.
Alegem liderul a3z, = 1, permutand apoi linia 3 cu linia 1.

2 5 4 -3 -2
1 4 3 )L e=>Lzl1 4 3

-3 -2 2 5 4
Pasul 3. Vom transforma in 0 elementele a,; = 1 si az; = 2:

-3 =2 -3 =2
1 4 3 L, » (1)L, -1 -4 -3

2 5 4 2 5 4

-3 -2

—14+1 —4+4(=3) -3+(-2)

L, - L,+1L
2 2+ Ly 5 c A
-3 =2
=10 -7 =5
2 5 4
Ly » L3+ (=2)" L, -3 -2
0 -7 -5

24(=2)-1 5+(=2)-(-3) 4+ (-2)-(-2)

0 -7 -5
0 11 8
27
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Pasul 4. Deoarece prima coloana este finalizata, ne mutam la cea de-a doua coloana.
---ITERATIA 2---

Pasul 2 Deoarece elementele de pe aceastd coloana sunt diferite de 1, vom alege pivotul
a;, = —7 si vom mpadrti linia [ = 2 la pivot

@ -3 -2 i -3 -2

1 5
0 5| Lz = (=5) L 0 =
0 11 8 0 11 8
obtinand astfel liderul a,, = 1.
Pasul 3. Vom transforma 1n 0 elementele a,, = —3 si az, = 11:

[1] o
o [1]

0 O

- _/

3 2 I, 5L +3 L, (
0

5
0 11 g Ly » Ly +(—=11)-1L,

NN ] e

S~—

Pasul 4. Deoarece a doua coloana este finalizata, ne mutam la cea de-a treia coloana.
---ITERATIA 3---

Pasul 2 Deoarece elementele de pe aceasta coloana sunt diferite de 1, vom alege pivotul
azz = % si vom mparti linia [ = 3 la pivot

o)

|0

-

si am obtinut astfel liderul az; = 1.

o

Ly » =L

3 7 b3 ko
0O O

N RN -

\
)

EYRSIRSESTRE

. 1. 5
Pasul 3 Vom transforma in 0 elementele a3 = Ssiaz ==

0

0

0 0
Deoarece am obtinut matricea unitate, care este o matrice in treaptd, algoritmul s-a Incheiat.

1
by 2L+ (=3) s :

5 o o [1]

L, —’L2+(—7)'L3

R RS RN

Varianta 2 : transformarea elementului a4 in lider:
---ITERATIA 1---

Pasul 1. Alegem prima coloand si prima linie (I = 1).
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Pasul 2. Alegem pivotul a;; = 2.

5 4 5
2 s N1 (@ 5 5\ (T 5 2
1 4 3 |L;—->z1L =
1 3 o 2 1 4 3 1 4 3

2T 1 -3 =2 1 -3 =2

Continuarea algoritmului este similard celor prezentate anterior.
O
Algoritmul RTC are diverse aplicatii precum calculul inversei unei matrici patratice,
rezolvarea sistemelor liniare etc. Procedeul este uneori mai avantajos de aplicat decat metodele
clasice, nemaifiind necesare calcule suplimentare.

Fie matricea patratica de ordinul n,4 = (al ]) . Algoritmul pentru calcularea

inversei matricei A prin RTC consta din urmatorii pasi:

Pasul 1. Se formeaza matricea extinsa (A|I,,), unde I,, este matricea unitate de ordinul n.
Pasul 2. Pentru matricea extinsa (A|l,) se aplica operatiile elementare pana cand se obtine o
matrice extinsa de forma (I,,|B), respectiv pana cind in partea stinga a matricei extinse se
obtine matricea unitate.

Pasul 3. Matricea B obtinuta in partea dreaptd a matricei extinse este matricea inversa a lui 4.
Sa remarcam faptul ca daca A nu are inversa, in partea stinga a matricei extinse (A4|I,,) vom
obtine o linie cu zerouri.

O Exemplul 2.17: Sa se calculeze inversa matricei de ordinul 3:

2 5 4
A=11 4 3]
1 -3 -2

Rezolvare: Aplicam algoritmul descris anterior §i avem:
Pasul 1. Matricea extinsa (A|l3), este:

2 5 4|11 0 O
Al =({1 4 30 1 0}
1 -3 =210 0 1
Pasul 2. In matricea extinsa (A|I3) aplicim succesiv operatiile elementare si obtinem :
2 5 4|1 0 O 310 1 0
1 4 310 1 0 Ly «> L, 41 0 O
1 -3 =210 0 1 210 0 1
L, » L, — 1 1 0
0 —2 -2 0
Ly = L;— 0 7 =510 -1 1
1 4 310 1
1 21 1 2
L, »=3L |0 373 3
0 -7 =510 -1 1
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CEITER
Ll _)L1_4L2 2 1 2
0 -z 5 o]
3 3 3
L3 _)L3+7L2 1 7 11
00 =31-3 3 1
1) 4 5 \
1 0 3|2 2
/ 313 73 0
L3 _)_3L3 0 1 — 1 2
33 3 O
0 0 7 —-11 -3
1
0 1 0|-5 8 2 |
2 0 0 |17 -11 -3
Lz _>L2_§L3

Pasul 3. Matricea obtinutd in partea dreaptd a matricei extinse este matricea inversa a lui A:
-1 2 1
Al=[-5 8 2 |
7 —-11 -3

2.7 Sisteme de ecuatii liniare

Un sistem de m ecuatii algebrice liniare cu n necunoscute (de tip m X n), m < n, se
prezinta sub forma:

a11x1 + alzxz + -+ alnxn = bl

Ap1X1 + AppXy + -+ AypXy = b

Am1X1 + QpaXa + -+ QnXn = by

unde a; i b; (i = 1,m,j = 1,n) sunt numere reale. Atunci matricea coeficientilor sistemului
este:

a1 Qg - Qqp
Az Qg2+ Az
A= T Ty ) (2.16)
aml am2"' amn
vectorul necunoscutelor sistemului este:
x=(X1 X2 . Xp), (2.17)
iar vectorul termenilor liberi este:
by
b
b=|"2 (2.18)
bm
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O Definitia 2.25: Daca exista b; # 0 atunci, sistemul se numeste neomogen, in caz contrar
(b; = 0,1 = 1, m), el se numeste omogen.
O Definitia 2.26: Matricea

a1 Q.- QAQny by

— a1 dzz-- dyn|ph

A=| N (2.19)
Am1  Am2-+  Amnl by,

se numeste matricea extinsa a sistemului (2.6).
Presupunem ca matricea A are rangul r < m . Prin transformari elementare, matricea
A poate fi adusa la forma Gauss-Jordan

ﬁ- e 0 - 0 dljr+1 dln Bl\

O 1 -+ 0 dzjrﬂ n Ez
A=|0 -« 0 - 1 @y, - dn b, | - (2.20)
0O .- 0 - 0 0 e 0 0
Q e 0 -+ 0 O e 0 0_/
T T T

J1 Ja Jr

Sistemul corespunzitor matricei A este

Xjy + A1 jr 41 %41 ot QupXy = l~)1

Xj, + A2y s1Xjr4a Tt dopXn = bz

Xjr + Arjrs1Xirsa -}l + GpXn = by (2.2)
0=Dbri1

- 0= b,

Deoarece matricele A si A sunt echivalente, sistemele (2.15) si (2.21) vor fi echivalente (adici
vor avea aceleasi solutii). Pentru aceasta, este suficient sid observam ca transformarile
elementare aplicate liniilor matricei A pentru a fi adusi la forma 4, au drept consecinte asupra
sistemului de ecuatii, dupd cum urmeaza:

e (T,) — inmultirea unei ecuatii cu un numar diferit de zero;

e (T,) —adunarea la o ecuatie a unei alte ecuatii (eventual inmultitd cu un scalar nenul);

e (T3) — schimbarea a doua ecuatii intre ele.
Evident, aceste operatii aplicate unui sistem de ecuatii il transforma in unul echivalent.
0 Teorema 2.4: Conditia necesara si suficientd ca sistemul (2.15) sa fie compatibil este ca
bj=0,i=r+1m.
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2.8. Rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare

Pentru sistemele de dimensiuni mai mari, incepand de la sistemele 3 X 3, metodele
prezentate nu mai sunt eficace si de aceea vom discuta in continuare metodele matriceale de
rezolvare a sistemelor si anume: regula lui Cramer, metoda Gauss—Jordan si metoda
matricei inverse.

Fie sistemul de tip n X n, de forma:

aq1X%1 + A%, + -+ apx, = by
Ap1X1 + AppXy + -+ AypXxy = by

(2.15°)
An1X1 + ApaXy + -+ AppXy = by
Atunci matricea coeficientilor sistemului este:
i1 Az Qin
A= | Gz G (2.16)
Apy Qppe  OApp
vectorul necunoscutelor sistemului este:
X=X X2 . Xp),
iar vectorul termenilor liberi este:
b,
b = b:Z . (2.18%)
bTL
Atunci sistemul (2.15”) poate fi scris sub forma unei ecuatii matriceale:
A-x=B. (2.22)
Regula lui Cramer utilizeaza determinantul sistemului:
aj1 Qg Qip
A= |72 Gz (2.23)

an1 Apz--- Qpn

Daca A# 0 atunci sistemul este compatibil determinat si are solutie unica.
Pentru calculul solutiei se calculeazd mai intdi determinantii obtinuti din inlocuirea
coloanelor matricei coeficientilor sistemului cu vectorul coloana al termenilor liberi:

a1 2.4 bi ). aqn
az1 Qz2.1b,|.. a
Ax; = | . i e an (2.24)
anl anZ...bn .- ann
Solutia sistemului este data de:
_ oy
(=7
e
ﬁxz 2. (2.25)
Ax
\n =5



O Exemplul 2.18: Sa se rezolve cu regula lui Cramer sistemul 3x3:

3x1 + 2x2 - SX3 = 1

{ 2x1—x2+x3=0
x1+3x2—2x3=4

Rezolvare: Calculam mai intai determinantul sistemului:

2 -1 1
A=(3 2 —=5|=28#0.
1 3 =2

Sistemul este compatibil determinat si calculdm determinantii:

0| -1 1 2 (0 1 2 =110
Ax;=|1| 2 =5|/=13, |3 |[1| =5[=47, |3 2 |1 =21.
41 3 =2 1 |4 -2 1 3 |4
Rezulta solutiile sistemului:
Ax; 13 Ax, 47 Ax; 13 Ax; 21 3
=R T MThom T a BT h o moa

Metoda de eliminare Gauss — Jordan consta in aplicarea metodei RTC asupra matricei
extinse a sistemului pana cand, in locul matricei sistemului, se obtine matricea unitate. Valorile
obtinute pe ultima coloand a matricei extinse reprezintd solutiile sistemului.

O Exemplul 2.19: Sa se rezolve cu metoda Gauss — Jordan sistemul 4 X 4:

X1+ Xy +x3+2x, =6
X1 + 2x, +x, =2
X1+ X, +3x3 —2x, =12~
X1 + x5 —4x3 + 5x4 = =16

Rezolvare: Construim matricea extinsa si apoi aplicam operatiile elementare pentru a obtine
matricea unitate. Rezulta succesiv:

135017 LoL-L (307 4]
11-45 l-16 Ly = Ly—1y 00—53 1-22
1&2 3 | 14

S o[1]-1-1| -8

Ly > L L, 00 2 —4| 6

00-53 l-22

102 3 | 14

1 01—1-1( -8

Ly =513 00[1]-2| 3

00—g 3 1-22
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L, > L, — 2L, 100 7 |8

LZ _)L2+L3 010_3 _5
Ly = Ly + 5Ly 00[1]-2 3
000-—-71-7
1 100 7 | 8
Ly = =5Ls 010—-3|-5
001-2| 3

0oo[1] ! 1

Ll d Ll - 7L4 100 0 1
L, - L,+3L, 010 8 -2
Ly = Ly +2L, 0019 15
ooo[1]! 1
Astfel solutia sistemului este x; = 1,x, = —2,x3 = 5,x4 = 1. O

Metoda de rezolvare functioneaza si atunci cand sistemul nu are solutie unica, obtinin-
du-se, in urma aplicarii RTC, zerouri intr-una din liniile matricei extinse. Pe baza matricei
extinse obtinem un nou sistem de ecuatii, in care unele din variabile vor fi luate ca parametrii.
Obtinem 1n cele din urma un sistem compatibil nedeterminat, cu o infinitate de solutii.

O Exemplul 2.20: S3i se studieze compatibilitatea sistemului, iar in caz afirmativ, sa se
precizeze solutia (utilizdnd metoda Gauss — Jordan):

X1 +Xp—x3+x,=1
X1 — Xy + 2x3 — 2x4 = 2
3x1 — X, +3x3 —3x4 =5
—x1 + 3x, — 5x3 + 5x, = =3

Rezolvare: Construim matricea extinsa si apoi aplicam operatiile elementare pentru a obtine
matricea unitate. Rezulta succesiv:

1] 1-111 Py 1 1111
1-12-202 | [, %00 0[=2]3-3[1
3-13-3|5 ST 0_-4 6—6]|2
-13-551-3 4 4 1 0 4 —6 -2
11 -1 1 1
L —>LL 0_3/2 3/2 _1/2
2 T2 0-4 ¢ —6| 2
04 6 6l -2
1, _1 3
Ly — Ly + 4L, 8—3/2 3/ -1,
L, - L, — 4L, 0 0 0 0/
0
0 0 0
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Sistemul considerat este echivalent cu sistemul

Xt 1/2x3—1/2x4=3/2
X2 —3/2x3+3/2x4 = —1/2

care este compatibil, avand solutia

xi =3/, =Ypa-1/58
xy = =1y +3/ya=3/,x, O
X3=0,x, =0, o ER
Exista si sisteme de ecuatii ce nu admit solutii. Acestea se numesc incompatibile.

O Exemplul 2.21: Si se studieze compatibilitatea sistemului, iar in caz afirmativ, s se
precizeze solutia (utilizand metoda Gauss — Jordan):

_x1+x2 +X3_X4=3

[ x1+2xZ_3X3+4‘X4=2
_le +5x2 +6.X3 +x4 = 10

Rezolvare: In urma unor pivotaje cu elemente pivot incadrate Intr-un patrat, matricea extinsa a
sistemului devine:

[1]2-3 4] 2 12 342 10 1/3 2| —4/3
<_11 1 -1 3>~ 0[3] 43|5]~ 01 4/3 1| 5/3
-25 6 1110 09 12 9114 00 o O -1
Deoarece b; = —1 # 0, sistemul este incompatibil. O

In final, o altda metoda de rezolvare a sistemelor liniare este cea a ecuatiilor matriceale.
Am vazut ca sistemul (2.15”) poate fi scris sub forma unei ecuatii matriceale (2.22) A+ X = B.
Inmultind, in ambii membri ai acestei ecuatii, cu matricea inversd a matricei coeficientilor
sistemului, A~1, obtinem vectorul X, solutie a sistemului:

A-X = B| StgA_le_l-(A-X) =A1-B=X=A"1-B. (2.26)

O Exemplul 2.22: Sa se rezolve cu ajutorul ecuatiilor matriceale sistemul de ecuatii liniare
de tip 3 X 3:

x1+4x2+3x3=1.

{le + sz + 4x3 = 4
x1—3x2—2x3 =5

Rezolvare: Matricea coeficientilor sistemului A, vectorul necunoscutelor X si vectorul
termenilor liberi B sunt, respectiv:

2 5 4 X1 4
1 -3 -2 X3 5
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In Exemplul 2.17 am calculat inversa matricei coeficientilor sistemului A=, obtinand:

-1 2 1
Al=|-5 8 2 |
7 —-11 -3

Atunci, aplicand relatia (2.26) obtinem ecuatia matriceala:

-1 2 1 2 5 4 X1 -1 2 1 4
(58 2)(r 2 3)(e)-(= s 2)(3)
7 —-11 -3 1 -3 -2 X3 7 —-11 -3 5

In membrul stang obtinem prin inmultirea matricea unitate de ordinul 3, iar in membrul
drept efectudm Inmultirea matricelor si obtinem:

1 00 X1 3

0 1 0)-|X)={-2|

0 0 1 X3 2
Am obtinut astfel solutia sistemului:

X1 = 3,x2 = _2,x3 = 2.

2.9. Explicitarea sistemelor de ecuatii liniare

Fie sistemul (2.15°).
ai1X, + aAq12Xy + -+ A1pnXn = b1
alel + azzxz + -+ aann = bz

Ap1X1 + ApaXy + -+ ApnXx, = by,

Presupunem ca rangul matricei 4 este m,m < n.

O Definitia 2.27: Vom spune ca sistemul (2.6) este explicitat in raport cu un grup de m
variabile (necunoscute), daca in matricea A a sistemului, coloanele acestor variabile sunt cele
m coloane ale matricei unitate de ordinul m.

Se stie ca din cele n variabile ale sistemului, putem forma C;;* grupuri diferite de cate m
variabile. Din acest motiv, rezultd ca un sistem liniar, care poate fi explicitat in raport cu cel
putin un grup de m variabile, va avea cel mult C}* forme explicite. Acest numar maxim va fi
atins daca explicitarea poate avea loc in raport cu oricare dintre cele C;* grupuri diferite de cate
n variabile si toate formele explicite sunt distincte.

Definitia 2.27 imparte variabilele unui sistem liniar explicitat in doud categorii: unele, ai
caror coeficienti formeaza coloanele matricei unitate (denumite variabile principale), altele ai
caror coeficienti formeaza celelalte coloane ale matricei sistemului (variabile secundare). In
teoria programarii liniare variabilele principale mai sunt denumite bazice, iar variabilele
secundare nebazice.

O Definitia 2.28. Numim solutie de baza a unui sistem de ecuatii liniare, o solutie particulara
obtinuta dintr-o forma explicita, prin egalarea cu zero a variabilelor secundare.

Din definitia data rezulta ca, daca sistemul este compatibil nedeterminat, atunci are cel
putin o solutie de baza si cel mult C;;* solutii de baza. Evident, sistemele incompatibile si cele
compatibil determinate nu au solutii de baza.
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Daca o solutie de baza are exact m componente nenule, atunci solutia de baza se numeste
nedegenerata, iar daca are mai putin de m componente nenule se numeste solutie de baza
degenerata.

Solutiile de baza ale unui sistem liniar se clasifica si dupd un alt criteriu. Daca toate
componentele unei solutii de baza au valori nenegative (= 0) , solutia de baza se numeste
admisibild. In caz contrar, solutia de bazi se numeste neadmisibild (are componente strict
negative).

Sa consideram cd r = m. In acest caz din (2.23) obtinem o solutie de baza

Xj, = Bl,sz = b,, o Xj = b,,, restul pana la n sunt nule.
Presupunem ci a;; # 0, unde / # {jy, 2, ..., jr}. Se doreste ca variabila principald x;, sd devina
secundard, iar variabila secundara x; sd devina principala.

Efectuand in matricea A un pivotaj cu element pivot a, J» se obtine o noud solutie de baza:

- . i O,
= by — Amy=—

le = b1 —CNLUN—,x]-Z = bz _azj_,...,x'
aI]

Jm

iar restul pana la n sunt egale cu 0.
Variabilele pricipale se pot scrie astfel:

= ~ b
x]'kzbk—ak]d_llj, k?‘:]
2.27)
_ b _
kx]_ﬁu' k=].

O Exemplul 2.23 Sa se determine toate formele explicite si solutiile de baza corespunzatoare
pentru sistemul:
{xl — Xy + X3 =0

_x1+2x2_x3+X4:2.

Matricea extinsa a sistemului este:
- (1-110]0
A_(—1211 9'
Avem urmatoarele pivotaje:

(52 002~6 1 oml 2)- G50l D

o (5202~ G ot 2~ 6101l 2

o (1542~ Cromil 2)~Gotil 2
o(F 512~ (o iml 2~ (i1l )
o (1291 2~ 1ol 2~ (0 103l 2
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care conduc la formele explicite in raport cu grupurile:
(x4, %4), (X1, %2), (%2, x3), (%2, X4), (X3, X4)

c)

{xl +x3=0 X1 +x3 =2 Xy, +x4=2
a) b)[
Xy + x4 =2 X1 +x3+x,=2

x2+x4_=2
xl_x2+x3:0
d){

_x1+x2_X3:0
xZ+.X4:2 e){

x1+x3+X4:2.

Solutiile de baza vor fi:
(51) x; = 0,x, = 0,x3 = 0,x, = 2 solutie de baza degenerata admisibila
(52) x; = 2,x, = 2,x3 = 0,x, = 0 solutie de baza nedegenerata admisibila
(S3) x; = 0,x, = 2,x3 = 2,x, = 0 solutic de bazd nedegenerata admisibila
(S4) x; = 0,x, = 0,x3 = 0,x, = 2 solutie de baza degenerata admisibila
(Ss) x4 = 0,x, = 0,x3 = 0,x, = 2 solutie de baza degeneratd admisibila .

Sistemul nu poate fi explicitat in raport cu grupul de variabile (x4, x3) si admite doar

e ey

O

Aplicatii propuse

Utilizand lema substitutiei, sd se rezolve urmdtoarele exercitii propuse:
0 A2.1 Sa se determine expresia vectorului X = (3,4) inbaza B = {e; = (2,1),&, = (—1,2)}.
0 A2.2 Si se determine expresia vectorului ¥ = (4,—3) in baza B = {e; = (1,3),é, =
(-2,D}
O A23 Si se determine matricea de trecere de la bazaB la baza B’, unde
B = {3_1 = (1,3),6_2 = (—2,1)}, B, = {6_1 = (2'1)'9_2 = (_1;2)}
0O A24 S3i se determine matricea de trecere de la bazaB' la bazaB, unde
B = {e_l = (1’3)’ e_z = (_211)}7 B, = {e_l = (2,1), e_Z = (_1r2)}
O A2.5 Verificati ca matricile de la ultimele doua exercitii sunt una inversa celeilate.

O A2.6 Sa se determine inversa matricii: 4 = (_12 g)

3 A2.7 Si se determine expresia vectorului X = (4, —3,2) in baza B din R3, unde
B=1{g =(1,-22),& = (2,1,0),& = (2,0,—1)}.
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3.1. Spatii vectoriale. Definitie. Exemple

Fie V o multime nevida, ale cérei elemente se noteaza cu litere latine a, b, c, ... s1 fie K un corp
comutativ (camp), ale carui elemente se noteaza prin litere grecesti @, 3, ¥, ... . Se introduc doua
operatii astfel:
o lege de compozitie internape V, ,+": V X V — V, definita prin relatia
(y) »x +y
si 0 lege de compozitie externd pe V in raport cu K, definitd prinrelatia (o, x) — a -+ x (sau, pentru
simplificarea expunerii, (@, x) = ax).
O Definitia 3.1. Un ansamblu (V, +,,, K), se numeste spatiu vectorial peste corpul K, sau
spatiu liniar peste K, sau K - spatiu vectorial (liniar), daca:
I. Perechea (V, +) este un grup abelian.
II. Operatia ,,- ” satisface urmatoarele patru axiome:

1. Oricare ar fi@ € Ksipentruorice x,y € Vrezulta a(x + y) = ax + ay.

2. Oricare ar fi @ € K i pentru orice x € V rezulta (@ + f)x = ax + fx.

3. Oricare ar fi @ € Ki pentru orice x € V rezultd (af)x = a (fx).

4. Oricare ar fi x € V, daca 1 este elementul identitate al lui K, atunci 1-x = x.

Elementele multimii V' se vor numi vectori, iar elementele multimii K se vor numi scalari.
Operatia ,,+” va fi numita adunarea vectorilor, in timp ce operatia ,,*” va fi numitd inmultirea
cu scalari.
O Exemple 3.1
1. Spatii vectoriale aritmetice. Fie (K, +," K) un camp (corp comutativ) si n € N, iar
K'=(KX..xK)={x=(x,%p,....,%,)|x; €EK,i =1,n},
—_—
pentru n > 1 si K% = {0}, (0 - elementul zero al lui K). Daci, pentru elementele X =
(X1, %2, ey X)), ¥ = (Y1, V2, -, V) € K™ si @ € K, se definesc operatiile ,,+ " si,,-” prin
L X+y=0q +y1,% +Y2, ., Xn + V) si
II. (ax) = (axqy, axy, ..., ax,),
atunci (K™, +,-, K) este un K - spatiu vectorial numit spatiul aritmetic (sau spatiul
coordonatelor).
2. Spatii vectoriale de matrice. Pentru un camp (K,+, K) si m,n € K*, fie multimea
matricelor de tip m X n (adica cu m linii si n coloane), cu componente din K, My~ (K)
Mnsn (K)={A = (a;j)|a;; eK,i =T,m,j =1,n}.
Dacd, pentru A = (a;;), B = (b;;) € Muxn (K) si a € K, se definesc operatiile ,, +”si ,, *”
prin:

I - A = (a- a;), atunci ansamblul (Mux» (K),+,",K) este un K - spatiu
vectorial, numit K - spatiul vectorial al matricelor de tipul m X n.
3. Spatii vectoriale de polinoame. Fie R[X] multimea polinoamelor in nedeterminata X, cu
coeficienti reali.
Daca se considerd operatia ,,+ ca fiind adunarea uzuala a polinoamelor din R[X] si ,,””
inmultirea unui polinom din R[X] cu elemente din R, se obtine spatiul vectorial (R[X], +,,
R), numit spatiul vectorial al polinoamelor peste corpul R.
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3.2. Liniar independenta si liniar dependenta

Fie V un K - spatiu vectorial si I - o multime de indici. Consideram {x;};¢; o familie de
vectori din V, adica x; € V, pentru orice i € I, iar {«;};¢; o familie finita de scalari nenuli (a; #
0) - numita familie de suport finit.

O Definitia 3.2. Se numeste combinatie liniard a vectorilor x; cu familia de scalari {a;};¢;,
suma ¢y @; * X;.

O Definitia 3.3. O submultime S = {x;,x;,..,x, },S € V, se numeste sistem finit de
generatori pentru spatiul V, daca oricare ar fi vectorul x € V, exista scalarii a4, a,, ...,a, € K
astfel incat: x = Y1, @; * x; (adica se poate spune ca x este o combinatie liniard de vectori ai
submultimii S).
Un spatiu vectorial se numeste finit generat, daca existd un sistem finit de generatori al sau; in
caz contrar, se numeste infinit generat.

O Exemple 3.2

In spatiul R[X] al polinoamelor peste R, se considera sistemul {X'};cy, X° = 1. Atunci orice
polinom p € R[X] este o combinatie liniara a vectorilor sistemului {X i},

P =ap X"+ ap X"+ a X+ agXP.

a;pentrui=0,n
Fie familia //{a;};ey € R astfel incat a; =
Opentrui =n+ 1.
Se obtine: Y2, a; - XE =Y a; - XE = p(X).
Deci spatiul R[X] este un spatiu vectorial infinit generat, pe cand spatiul vectorial real R, [X]

al polinoamelor de grad n, este finit generat deoarece existd, de exemplu, sistemul finit de
generatori S = {1,X%,X?,...,X"} al spatiului R,,[X]. O

O Definitia 3.4. Fie V un K- spatiu vectorial si S = {x;};¢; € V o familie de vectori din V.
Multimea S se numeste familie (multime) liniar independenta daca anularea unei combinatii
liniare implica anularea scalarilor, cu alte cuvinte pentru orice scalari {@;};¢; -, din combinatia
liniard );¢; @; - x; = Orezultda @; = 0, oricare ar fii € I (evident {«;};¢; este o familie de suport
finit). O familie (multime) S = {Xx;};c; € V care nu este liniar independenta, se numeste liniar
dependentd, adica exista combinatii liniare nule fara ca toti scalarii sa fie nuli, adicd exista
scalarii {a;};¢; € K, nu toti nuli, astfel incat };e; a; - x; = 0.

O Exemple 3.3

1. In R[X] familia B = {X i}iEN este liniar independenta.

2. In spatiul aritmetic K", sistemul de vectori B = {&; ,&,, ..., &, } in care

l
g, = <o,o, .,1,0, ...,0),
este liniar independent.

3. In spatiul My, (K) multimea B = {El- j}izL—m este liniar independentd, unde

j=1n
J
0 .. 0. 0
El] =10.. 1 0]-1i
0 .. 0. 0
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O Exemple 3.4

In spatiul vectorial R® se considera vectorii:
x=01,23),y=(231),z=(@+3,a+1l,a+2),a€eR

Sa se afle valorile parametrului a pentru care acesti vectori sunt liniar dependenti si sa se scrie
relatia de dependenta liniara.

Solutie:

Pentru ca vectorii dati sa fie liniari dependenti, trebuie sa existe
scalarii reali a4, @y, @3 nu toti nuli astfel incat sa aiba loc relatia-

Ollf + 0(2)7 + 0(3Z_ = 0,

sau
a1(1,2,3) +a,(2,3,1) +az(a+3,a+1,a+2) = 0
(a1,2a1,3a7) + (2a,,3a,,a5) + ((a + 3)as, (a + Das, (a + 2)as) = 0
(g +2a, + (a+3)as, 2a; +3a, + (a+ Daz, 3a; +a, + (a+2)a;) = 0

Se obtine sistemul liniar i omogen:
a, +2a, +(a+3)az; =0
20, +3a, + (a+1Daz =0
3a;+a,+(a+2)a; =0
care are solutii nenule daca determinantul sdu

1 2 a+3

2 3 a+1l=-3(a+6)

3 1 a+2
este nul. Deci pentru a = —6 vectorii dati sunt liniar dependenti.
Pentru a afla relatia de dependenta liniara se inlocuieste a = —6 in

sistemul de mai sus:

2a, +3a, — 5a3; = 0.
3a; +a; —4a; =0
Se exprima a4, a, in functie de a3 din primele doud ecuatii
a, =az; a, =az # 0.
Inlocuind in combinatia liniara si simplificand cu a5 se obtine relatia de dependenta liniara:
XxX+y+z=0. O

{a1+2a2—30{3=0

Sa consideram cazul particular al unei familii finite de vectori {x4, x5, ..., x,,} din spatiul
vectorial real R™, iar X = (xif)ij—ﬁ matricea care are pe coloane elementele vectorilor

X1, Xy, ..., Xn. Urmatoarele rezultate de caracterizare a familiilor liniar independente sau

dependente vor fi necesare in viitoare aplicatii (de exemplu in cadrul lemei substitutiei).
O Observatia 3.1

1. Familia de vectori {x4, x5, ..., x,} © R™ este linear independenta daca si numai daca rangul
matricei X are rangul n.

2. Familia de vectori {xq, x5, ..., X, } € R™ este linear dependenta daca si numai dacd matricea
X are rangul k mai mic decat n. Mai mult, orice subfamilie a acesteia care contine cel mult k
vectori este liniar independenta.
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3.3. Baza. Dimensiune

Fie V un K - spatiu vectorial si B = {x;};¢; € V o familie de vectori din V.

O Definitia 3.5. Multimea B se numeste bazd a spatiului V daca este o familie liniar
independenta si daca este un sistem de generatori pentru V.

O Teorema 3.1. FieV # 0 un K - spatiu vectorial finit generat. Toate bazele lui V sunt finite
si au acelasi numar de elemente.

O Definitia 3.6. Se numeste dimensiune a unui spatiu vectorial finit generat V, numarul de
vectori dintr-o baza a lui, notat dimV. Spatiul nul {0} are dimensiunea zero. Un spatiu vectorial
de dimensiune finita se numeste spatiu vectorial finit dimensional.

O Observatia 3.2. Daca existd o baza a spatiului cu o infinitate de vectori, atunci dimensiunea
este oo si spatiul se numeste infinit dimensional.

2. Spatiile vectoriale finit dimensionale, de dimensiune n se mai noteaza Vj,.

O Exemple 3.5

1. Fie R™ spatiul vectorial aritmetic. Vectorii

e, = (1,0,0,...,0),52 = <0, 1,0,...,0),...,én =(0,0,0,...,1),

n—ori n-—ori n—ori
determina o baza B = {e;,¢&,, ...,&, }.
Pentru a demonstra ca multimea B este o multime liniar independenta relatia
ale_l +aze_2 + '--+0(ne_n =0

este echivalenta cu (aq, a3, ...,a, ) = (0,0,...,0),adicia; =a, = =a, =0.
Pe de alta parte oricare ar fi x € R™, rezulta
f: (xl,xz,...,xn) =x1€_1 +x2€_2 +"'+xne_n, (*)

deci B genereaza pe V.
Relatia (*) aratd ca in raport cu baza canonicd, componentele unui vector sunt exact
elementele ce compun vectorul.

2. Spatiul vectorial K, [X] al polinoamelor de grad n are dimensiunea n + 1, o baza fiind
B ={1,X%,X?,.., X"}, numiti bazd canonici din K ,, [X].
Se observa cd multimea B este liniar independenta: relatia

ey +ay8, +t+a,e, =0
devine

ap+ X+ a, X2+ -+ a, X" =0

si astfel se obtine

Qo =a1 =0y =--=a, =0
si in plus, orice polinom de grad n este 0 combinatie liniara finita de elemente din B.

3. Spatiul vectorial My, ~, (K), al matricelor dreptunghiulare are dimensiunea m X n. O baza
este multimea multimea B = {Ei j}izL—m , E;j fiind matricea care are elementul 1 la intersectia

j=1n
liniei 1 cu coloana j, celelalte elemente fiind nule (a se vedea Exemple 3.3 ).

4. Fie K[X] spatiul vectorial al tuturor polinoamelor in nedeterminata X. Polinoamele
1,X1,X?%,...,X™, ... constituie o bazi a lui K[X] si deci dim K [X] = oo.
5. Multimea C , in calitate de R -spatiu vectorial, are 0 bazd B = {1, i} si deci dimgC = 2, pe
cand multimea C privita ca si C - spatiu vectorial are pe B = {1} ca baza si deci dim¢C = 1.

O
O Teorema 3.2. Fie V un K -spatiu vectorial n-dimensional. Atunci B = {e; ,e,, ..., e, } este
0 bazd a sa daca si numai dacd orvicare arfix €V, x = Y=, x; - e; cu x; € K unici.
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O  Definitia 3.7. Scalarii x; din combinatia x = }}[-; x; - ¢; se numesc componentelele
vectorului x 1n baza B.

O Exemple 3.6

1. Sa se arate ca multimea B = {&; = (1,2),&, = (2,—1)} este o bazd in R

Pentru a demonstra cd multimea B este o bazi in R? este necesar a arita ca vectorii &; si €,
sunt liniar independenti respectiv formeaza un sistem de generatori pentru R?.

—{e1,e,} liniar independenti: Se pleaca de la relatia a;e; + a,e, = 0 iar prin inlocuire
avem:

a:(1,2)+a,(2,—1) = (0,0)
(a1,2a1) + (2az,—a;) = (0,0)
(a1 + 2a3, 204 — @3) = (0,0)

Se obtine sistemul liniar i omogen:

aq + 2a2 =0

{2“1 —a = 0
care are solutii nule deoarece determinantul sau

|1 2 | _ _c

2 -1
este nenul. Prin urmare, vectorii €; , €, sunt liniar independenti.
—{é; ,&,} sistem de generatori: Fie un vector oarecare ¥ = (a,b). Vom arata ca acesta se
descompune dupa vectorii €; ,€,. Avem U = a4 €; + @, e, iar prin inlocuire se obtine:

a(1,2) +ay(2,— 1) = (a,b)
(a1, 2a1) + (2az,—az) = (a,b)
(a1 + 2a,, 201 — ay) = (a,b)
Se obtine sistemul liniar i neomogen:
a,+2a, =a
{20{1 —a,=b

care are solutii deoarece determinantul sau
1 2
A= | |=-5
2 -1

este nenul. Folosind regula lui Cramer se obtine solutia sistemului:

A — —
Aa — —
aZZTZ B Aa2=|; Z|=b—2a —1 azzb 52a=2a5 b

a+2b

P
U = a,e; + a,e,. Deoarece nu existd restrictii pentru calcularea celor doi coeficienti a4, a,
rezultd cad pentru orice vector ¥ = (a,b) din R?se obtin scalarii a; si a, astfel incat
¥ = a,€; + @,&,. Am demonstrat astfel faptul ci vectorii €, , &, genereaza spatiul R?, sau
echivalent , formeazi un sistem de generatori pentru R?. In concluzie multimea {e; , &,} este
o baza.

_ . . 2a-b o
Astfel, pentru vectorul v = (a,b) se obtin scalarii a; = a, = aT astfel incat

2. Sa se determine expresia vectorului X = (3,4) inbaza B = {&; = (1,2),&, = (2,—1)}.

A determina expresia vectorului X in baza B, inseamna a descompune vectorul X dupa vectorii
€, , €,. Calculele sunt asemanatoare cu cele din Exercitiul anterior.

Avem X = x,€; + x,€, iar prin inlocuire se obtine:

x(1,2) +x,(2,—1) = (3,4)
(X1, 2x1) + (2x3,—x3) = (3/4)
(%1 + 2x4,2x1 — x3) = (34
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Se obtine sistemul liniar i neomogen:
{xl + 2x2 =3
2x1 - xz = 4‘
care are solutii deoarece determinantul sau
1 2
A= | |=-5
2 -1

este nenul. Folosind regula lui Cramer se obtine solutia sistemului:

_ Ay 1320 ~ ~11 11
n= = M=) S=-3-8=-11 = “=—c=—
Aay 1 3 —2 2
x = -_— — — [R— —_ — J—
2= Ax |2 4| 4-6=-2  _ a=—g=z
rin urmare, expresia vectorului X = (3,4) in baza B este
Pri i lui ¥ = (3,4) in baza B
11 2
XZ?el-}-gez.

3. Sa se arate ca spatiul vectorial real al matricelor de forma:

a b c d

A={mm= b a —d c),pcdert
—c d a -b
—d —c b a

are dimensiunea 4 si sa se determine o baza in acest spatiu.

Solutie: Considerand matricele

1 0 0 O 0 1 .0 0 0 0 1 0
[0 1 0 O -1 0 0 O 1 0 0 0 1
A_001O’ B_OOO—l’ C_—1000’

0 0 0 1 0 0 1 0 0 -1 0 O

0O 0 0 1
[ 0 0 -1 0
P=to 1 0 of

-1 0 0 O
Un element al multimii A4 este

a b c d
-b a —-d c

M = =aA+bB+cC+dD,
—c d a —b

—d —-c b a

de unde rezultd cd aA + bB + ¢cC + dD = O dacisinumaidacia = b = ¢ =d =
0, deci matricele 4, B, C, D sunt liniar independente. Aceeasi relatie arata ca orice matrice M
este o combinatie liniard a matricelor 4, B, C, D. Deci matricele 4, B, C, D formeaza o baza,
adica spatiul vectorial al matricelor M de forma data are dimensiunea 4. O
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3.4. Schimbarea bazei

Fie V un K - spatiu vectorial n-dimensional, iar B ={e;,e,,..,e,} si

B’={e’y, €5, ...,€'n} doud baze ale lui V. Atunci pentru orice vector x € V, se obtine x =

{=1X; - ;, unde x; € K sunt componentele lui x in baza B si x = YL, x’; - €’;, unde x’; € K
sunt componentele lui x in baza B’ (x;, x’; sunt unice cf. teoremei 3.2). in plus, se pot exprima
vectorii €', j = 1,n inbaza B, adicd e’; = Y-, s;; " €;,j = 1,n unde s;; € K- unici.
O Definitia 3.8. Matricea S = (s;;) EM, (K), unic determinata, ce are ca elemente, puse pe
coloane, componentele s;; din egalitatile

e’ = Xi=1Sij " € (3.1

j = 1,n, senumeste matricea de trecere de 1a baza B labaza B, iar egalititile (3.1) se numesc
relatii de trecere.
O Observatia 3.3. Deoarece det S # 0 (altfel ar rezulta ca vectorii e’; sunt liniar dependenti

(absurd)) rezultd cd matricea de trecere este nesingulari si deci are inversa S, In continuare,
folosind relatiile de trecere, se obtine:

n n n n
e Y . . e P ’. . .
- Sran T3 ($sa) 3 (3iae )

1 i=1 i=1 \j=1
si cum scrierea intr-o bazé ste unica, rezulta ca:

X; = ;-lzl Sij ' x'j , i = 1,7’1 (32)

Aceste egalitati exprima legea de schimbare a componentelor unui vector la schimbarea
bazelor.
O Observatia 3.4. Prin conventie se noteaza

X x’
! rl S11 S21 t Sin
X2 X2
= ’X ' =

€ Mpa(K), S =21 S22 O e M, (),
,: Sn1 Sn2 " Snn
X n
61 e,l
ez 9'2
= EMnXI (K),B' = EM;X] (K).
en e'n
Atunci relatiile de trecere se exprima in forma matriceala
B’ = S'B. (3.3)

unde St este transpusa matricei S, de trecere de la baza B la baza B°, iar legea de schimbare a
componentelor unui vector la schimbarea bazelor se exprima in forma matriceala:

X=5-X. (3.4)
S-a obtinut astfel:
O Teorema 3.3. FieV un K -spatiu vectorial, n-dimensional n < o, B si B’ baze fixate
inV, S-matricea de trecere de la baza B la baza B’. Daca x € V §i X este matricea coloana
a componentelor lui x in baza B, iar X’ este matricea coloana a componentelor lui x in baza B’,
atunci X = SX'.
O Observatia 3.5. Daca B, B’ si B'' sunt baze fixate in V, S-matricea de trecere de la baza
B labaza B’, S'-matricea de trecere de la baza B’ la baza B”, S''-matricea de trecere de la baza
B labaza B"atunci S” = SS'. a
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Exemple 3.7
In spatiul vectorial R? se consider sistemele de vectori:
B={e =(1,0,0),e, =(0,1,0),e3 =(0,0,1)},
B ={e,=(110),¢e,=(1,23),e5=(321)}
Se cere: 1) Sa se determine matricea de trecere S de la B la B’.
i) Sa se determine expresia vectorului x =(2,57) 1n baza B’
Rezolvare:
i) Pentru a determina matricea de trecere S se foloseste relatia (3.3) B’ = S'B

S11 S12 S13 /51\ /e_'l\
>, B=|e¢& e

pentru § = (521 S22 S23 ,B’ = €', |, adica are loc relatia
S31 S32 S33 es €3

9_'1\ S11 S12 S13 6_1\
€, | =521 S22 S23||é |

e'3 S31 S32 S33 6_3/
Descompunerea vectorului €’; dupa baza B este
€'y = 51161 + 5216, + 53163,
sau, prin Inlocuirea vectorilor,
(1, 1, 0) = 511(1, 0, 0) + S21 (0, 1, 0) + 531(0,0, 1)
relatie echivalenta cu sistemul
S11 = 1
{521 =1

531 S 0.

Analog
€, = S1261 + 526, + 53,63
deunde 51, = 1,55, = 2,53, = 3.

Pentru al treilea vector din baza B’ are loc descompunerea
e —_ - _ p—
€3 = S13e1 t 5336, t+ S33€3
de unde se obtine ca 513 = 3, 553 = 2, S33 = 1.

1 1 3
Astfel, matricea de trecere este S = <1 2 2).
0 3 1

ii) Pentru a determina expresia vectorului X = (2,5,7) in baza B’ , plecam de la relatia
X = xll e_'l + x,2 e_'z + x,3 6_'3
care 1n urma inlocuirilor devine

(2,57) = x'1(1,1,0) + x'5(1,2,3) + x'5(3,2,1).
sau
(x'1,x'1,0) + (x'5,2x"5,3x",) + (3x'5,2x'3,x'3) = (2,5,7)
(x'y+x'5+3x3,x"; +2x", + 2x'5,3x", + x'3) = (2,5,7)
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Se obtine sistemul liniar si omogen:
xll + xlz + Bx,3 S 2
x,1 + 2x’2 + 2x,3 = 5

3x',+x'3 =7
Matricea sistemului este
1 1 3
M= <1 2 2),
0 3 1
cu determinantul
1 1 3
detM =11 2 2|=4%0
0 3 1
prin urmare solutia este de forma
, Ay A, | AX'g
X=Xy =, X3 =—
unde
2 1 3 1 2 3 1 1 2
Ax'y =[5 2 2(=4,Ax';=|1 5 2(/=-2 Ax'3=(1 2 5
7 3 1 0 7 1 0 3 7
Se obtine solutia
, 4 , 10 5 | -2
x1—4—1,x2—4—2,x3— =

iar expresia vectorului X in baza B’ este

F=1x8 + 258+ (-3) =1+ 28, -3¢,
O Exemple 3.8
1. In spatiul vectorial R? se considera sistemele de vectori:
B = {e_l = (113)1 e_Z = (_2,1)},
B'= {e_’l = (2,1), 3_’2 = (_1;2)}
Se cere: 1) Sa se determine matricea de trecere de la baza B la baza B'.
i) Sa se determine expresia vectorului X = 5e; + 7e, in baza B’.

Rezolvare:
i) Pentru a determina matricea de trecere S se foloseste relatia (3.3) B’ = S'B

S S e e’ . .
pentru § = ( 1 12), B= <_1 ) B = (_,1 ), adica are loc relatia
S21 S22 e, e, ’

() =G ()
2 S12 S22/ \e3 )’
Descompunerea vectorului €’; dupa baza B este
€'y = 51161 + 52163,
sau, prin inlocuirea vectorilor,
(2,1) = 51;(1,3) +521 (=2,1)

relatie echivalenta cu sistemul

{511 - 2521 = 2

3511 + 521 = 1

o s . 4
a cdrui solutie este 511 = - 51 =~
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Analog

; €, = S1261 + 5226,
3
de unde S12 = ;,522 = ;

Astfel, matricea de trecere este
3
7

5 |

7 7
i1) Din ecuatia matriceald X = SX’ , matricea coloana X’ ce contine componentele vectorului X in

baza B’ este X’ = S~1X. Tinind cont ci inversa matricii S este

3
s1= ' 5 .
4
b
Expresia vectorului X in baza B’ , x = 5e; + 7e, determind matricea coloana X = (g), si
astfel avem:
3 21 4
X' = 1 i (5): : 258 = 553'
L) \s+g) \%

Astfel expresia vectorului X in baza B’ este

_ 4, 53 _,
X =-e, +—é,.
51 5 2

Verificare: Dupa efectuarea calculelor, expresiile vectorului in cele doud baze devin:

% =58 +78 =5(13) +7(=2,1) = (515) + (—14,7) = (=9,22)

f-te s Bo a0+ 210 - ()4 (22 - (28) - com

prin urmare s-a obtinut acelasi vector.

2. In spatiul vectorial R se consideri sistemele de vectori:
B={e; =(1,1,0), e, =(1,0,0),e5 =(1,2,3)},
B’'= {e’; =(1,3,3),¢,=(2,23),¢5=(6,7,9)}.
Se cere: 1) Sa se determine matricea de trecere S dela B la B .
i1) Sa se determine expresia vectorului X = 2e; + 5e, + 7é3 in baza B’.
Rezolvare:
i) Pentru a determina matricea de trecere S se foloseste relatia (3.3) B’ = S'B

S11 S12 S13 /51\ /e_'l\
>, B=|e e

pentru § = (521 S22 S23 ,B’ = €', |, adica are loc relatia
S31 S32 S33 es €3



Descompunerea vectorului €’; dupa baza B este
€'y = 51161 + 5216, + 53163,
sau, prin Inlocuirea vectorilor,
(1,3,3) =511(1,1,0) + 551 (1,0,0) +53:1(1,2,3)
relatie echivalenta cu sistemul

S11 + 2831 =3
3s3;, =3
a carui solutie este 511 = 1, 551 = —1,53; = 1.
Analog

{511 + So1 + S31 = 1

] —_ - _ p—
€, = S12€1 1 5326, t+ 53263
deunde s1, = 0,55, = 1,53, = 1.
Pentru al treilea vector din baza B’ are loc descompunerea
] —_ - _ p—
€3 = S13e1 t 5336, t+ S33€3
de unde se obtine ca 513 = 1, 553 = 2, 533 = 3.

1 0 1
Astfel, matricea de trecere este S = <—1 1 2).

1 1 3
i1) Din ecuatia matriceala X = SX’, matricea coloand X’ ce contine componentele vectorului x n
baza B’ este X’ = S~1X. Tinand cont cd inversa matricii S este

-1 -1 1
St=|l-5 -2 3|,
2 1 -1
2

pentru X = <5) (matrice coloand), avem:

7
-1 -1 1 2 0
=5 =2 s (s)=(1)
2 1 -1/ \7 2

Astfel expresia vectorului X in baza B’ este
X = Oe_'l + 16_'2 + 26_'3.

O Observatia 3.6. De remarcat ci la Exemplul 3.7 multimea B este baza canonicd din R3. De
asemenea, coloanele matricii S contin vectorii din baza B’.

3.5. Lema substitutiei

In aceasta sectiune vom prezenta lema substitutiei, un rezultat clasic al algebrei liniare,

precum si aplicatiile acesteia. Asociind un algoritm acestui procedeu, el devine astfel un
instrument de lucru deosebit de util atat in programarea calculatoarelor, cat si in efectuarea unor
calcule ce implica folosirea spatiilor vectoriale de dimensiuni mari.
O Lema 3.1 (Lema Substitutiei) Fie B = {e;,e,, ..., e, } 0 baza in spatiul vectorial V si y €
V,y # 0, avand expresia y = Y./, y; " €;, unde y; € K sunt componentele Iui y in baza B.
Daca a i-a componentd a vectorului y, respectiv, y;, este nenula, atunci multimea B’ =
{e1, ey, ...,€i_1, Vi, €, ...,en} este baza pentru spatiul V. Mai mult, dacd scalarii
X1,X2, ey Xi—1,Xi) Xi) -, Xn SUnt componentele unui vector x €V 1n baza B, atunci
coordonatele lui x in baza B’ vor fi

X'y =% =%V, 1<p<mp#ix;= Q)
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In cazul spatiului R™ rezultatul din lemi este sintetizat de tabelele 3.1 si 3.2:

Tabelul 3.1 Tabelul 3.2
Baza Componente | Componente Baza Componente | Componente
vector y vector x vector y vector x
Xi Y1
61 yl xl 61 O xl -
Vi
Xi Y2
62 yz xZ 62 O xz -
Yi
X
€ Xi y 1 —
Yi
Xi Yn
€n Yn Xn €n 0 Xn =
Yi

Tabelul 3.1 contine componentele vectorilor y si x in baza B (baza de referinti), iar
Tabelul 3.2 contine componentele acelorasi vectori in baza obtinutd prin inlocuirea (substituirea)
vectorului e; din baza B cu vectorul y. In cele ce urmeaza, prin notatia (i, j) vom indica o celula
oarecare din cele doua tabele precizdnd numele liniei si coloanei din care face parte.

Elementul y; # 0 din Tabelul 3.1 (adicd componenta nenuld a vectorului y care face
posibila aplicarea Lemei 3.1) se numeste pivot, iar coloana (respectiv linia) din Tabelul 3.1 ce
contine pivotul se numeste coloana pivotului (respectiv linia pivotului).

Astfel, se poate enunta urmatorul algeritm de obtinere a componentelor vectorilor y si x in

noua baza, B ’, adica de obtinere a elementelor Tabelului 3.2 din elementele Tabelului 3.1.

a) Prima coloand a Tabelului 3.2 va contine vectorii din noua baza.

b) Elementele de pe linia pivotului se impart la pivot. Pivotul p = a;; devine astfel egal cu 1.

c) Coloana pivotului va deveni 0 (exceptie facand pivotul).

d) Restul elementelor din Tabelul 3.1 se transformd cu "regula dreptunghiului": valoarea
corespunzatoare celulei (r, s) din Tabelul 3.2 se determina astfel: se formeaza dreptunghiul
care are pe diagonald pivotul si elementul aflat in celula (7, s)

e) are pe diagonald pivotul si elementul aflat in celula (7, s)

a rs ar]

Ais P.

apoi valoarea celulei (7, s) din Tabelul 3.2 se calculeaza conform formulei:
Qrs *P — Arj * Aig

p

aT‘S

Aplicatii ale lemei substitutiei:
1. Determinarea matricei de trecere de la o baza la alta
0 Exemple 3.9 Sa se determine expresia vectorului X = (3,4) in baza

B={e; =(12),e,=(2,-1)}.
Solutie: Din Exercitiul 3.5 se cunoaste ca in raport cu baza canonicd

B¢ ={E, = (1,0),E, = (0,1)},
componentele unui vector sunt exact elementele ce compun vectorul. Prin urmare, vectorul x
se scrie

x = 3E, + 4E,.
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Mai mult, folosind Observatia 3.5 , coloanele matricei de trecere de la baza canonica la o baza
oarecare vor fi vectorii acelei baze. Astfel, avem ca matricea de trecere de la baza canonica la

baza B va fi
Spep = (; _21)

Vom incepe algoritmul cu un tabel in care componentele vectorilor celor doua baze B€ si B sunt
exprimate relativ la baza canonicd. Astfel, prima coloana, baza de referinta, va contine vectorii
bazei canonice B¢, urmatoarele doua coloane numerice reprezinta matricea de trecere de la baza
canonica la ea insdsi, deci matricea unitate. Celelalte doud coloane vor contine matricea Sgep.
Avem astfel urmatorul tabel:

Tabelul 3.3

El EZ el ez
E,l1|0]1]2
E, |0 |1]2]-1

S w R

Pentru a determina expresia vectorului X = (3,4) in baza B, vom inlocui vectorii bazei canonice
cu cei ai bazei B. In calculele care urmeaza, vom folosi doar celulele numerice; spre exemplu,
celula a4, este cea care il contine pe elementul egal cu 1 din celula din coltul stdnga-sus.

ITERATIA T

Alegem ca pivot elementul din celula a,3, deci p = 1. Vectorul de pe linia pivotului, E;, iese
din baza de referintd, in locul sau intrand vectorul de pe coloana pivotului, e;. Deoarece p =
linia pivotului va ramane neschimbata. Elementele de pe coloana pivotului vor deveni 0,
deci a4z = 0; exceptie va face pivotul, deci az3 = 1. Celelalte elemente se calculeaza dupa
regula dreptunghiului; pentru exemplificare avem:

- elementului a,, = 1 i corespunde dreptunghiul [O ] si va deveni

1
_ 1{1]-2+0 1
2= =
- elementului a,, = —1 1i corespunde dreptunghiul [ 21] si va deveni
—1+1]-2%2
Aug = + = _5 .
ITERATIA T
Alegem ca pivot elementul din celula ay4, deci p = —5. Vectorul de pe linia pivotului, E,, iese

din baza de referinta, in locul sau intrand vectorul de pe coloana pivotului, e,. Deoarece p =

, linia pivotului se va imparti la —5. Elementele de pe coloana pivotului vor deveni 0, deci
as, = 0; exceptie va face pivotul, deci agq = 1. Celelalte elemente se calculeaza dupa regula
dreptunghiului; pentru exemplificare avem:

- elementului az; = 1 1i corespunde dreptunghiul | 2 si va deveni

_ 1=5]-(-2)*2 _ 1
e 5 s

- elementului azs = 3 11 corespunde dreptunghiul

_ 3Tl _
Ayg = - 1 - =5.

si va deveni
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Rezultatele calculelor sunt redate in tabelul urmator:

Tabelul 3.4

El Ez il 52 E
«E/|1]0 2 | 3
E, 12| -1| 4
e, |1 ] 01| 2 3
<E,|-2] 1 ]0]|[=5]|] -2
_ 1] 2 11
e, | =] =11 0 | =
1 3

e, - |==]0 1 Z
5 5 5

In ultimele doua linii si respectiv primele doua coloane numerice se poate observa matricea de
trecere de la baza B la baza B¢

1 2
Spp = g 51

5 5
Mai mult, coloanele trei si patru contin componentele vectorilor din baza B in baza B’, adica

matricea unitate. Ultima coloana reprezinta componentele vectorului x in baza B , respectiv

_ 11 2
x—?el‘l‘s

Ca verificare a corectitudinii rezultatelor putem observa ca:

_ o 11_ 2_ 11 2 11 22 2 15 20
x=?61 +§€2=—*(12)+—*(2 1)_<? ?> (—,—§> (— —)=(3,4).

O Exemple 3.10 Fie B={e; = (2,1),e, = (1,2)} si B’ ={e’; = (—-1,1),¢’, = (1,-2)}
doui baze in R?. Si se determine: a) matricea Sgp- de trecere de la baza B la baza B’; b)
expresia vectorului x = 4e; + 3e,.

Solutie: Din Exercitiul 3.5 se cunoaste ca in raport cu baza canonicd

B¢ ={E, = (1,0),E, = (0,1)},

componentele unui vector sunt exact elementele ce compun vectorul. Mai mult, folosind
Observatia 3.5 , coloanele matricei de trecere de la baza canonica la o baza oarecare vor fi vectorii
acelei baze.

Astfel, avem:

e,.

- matricea de trecere de la baza canonica la baza B va fi Sgcp = (;i ;)

- matricea de trecere de la baza canonica la baza B’ va fi Spcp: = (_11 _12)
Vom incepe algoritmul cu un tabel in care componentele vectorilor celor doua baze B si B’

sunt exprimate relativ la baza canonica. Avem astfel tabelul 3.5:
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Tabelul 3.5 Tabelul 3.6

e | g | e | e, | * el e |2 | & | =
Ec )2 |1 | -1]1 < F, 1| -1 1
E, | 1 | 2 1 | -2 E | 1| 2 1 | =2
R O =
2 2
_ 3] | 3 5
(_EZ O oy oy _ =
2| | 2 2
7
El 1 O _1 -
3
z o | 1| 1|22
3

a) Pentru a determina matricea de trecere de la baza B la baza B’ vom Inlocui vectorii bazei
canonice (de referinti) cu cei ai bazei B, rezultatele calculelor fiind redate in tabelul 3.6. In
ultimele doua linii si respectiv primele doud coloane ale acestuia se poate observa matricea
unitate, respectiv matricea de trecere de la baza B la baza B. Mai mult, coloanele trei si patru
contin componentele vectorilor din baza B’ in baza B, adica matricea de trecere de la baza B
labaza B’

-1
SBB': 5 .
1 - —

4
3

b) Pentru a determina expresia vectorului x = 4e; + 3e, in baza B, se va pleca de la tabelul
3.7, urmand a nlocui vectorii bazei de referintd B cu cei ai bazei B ’, adicd se va aplica lema
substitutiei pentru matricea din coloanele trei si patru ale acestui tabel, rezultatele calculelor
fiind redate in tabelul 3.8.

Tabelul 3.7 Tabelul 3.8
2 5 | e | &, X 2 g5 | el 7, X
e 4 5 4
1 1 0 -1 3 4 —e 1 0 3 4
> 5 5
€2 0 1 1 S 3 e, 0 1 1 S 3
3 3
4
e, -1 0 1 — | —4
3
—e, 1 1 0 —l 7
3
e, -5 —4 1 0 —-32
e, -3 -3 0 1 -21

In ultimele doua linii si respectiv primele doui coloane numerice se poate observa matricea de
trecere de la baza B’ la baza B

-5 —4

sen=(23 3)

B'B _3 _3
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adica inversa matricei de trecere de la baza B la baza B '. Mai mult, coloanele trei si patru contin
componentele vectorilor din baza B’ in baza B’, adicd matricea unitate. Ultima coloana
reprezintd componentele vectorului X in baza B’ , respectiv x = —32¢’; — 21¢’,.

Ca verificare a corectitudinii rezultatelor putem observa ca:
x=4e; +3e, =4+(2,1)+3*(1,2) = (11,10)

X =—32¢, —21¢, = =32 (=1,1) + (=21) = (1,—2) = (11,10).

2. Calculul inversei unei matrice.
Fie A o matrice inversabila de ordinul n, cu elemente reale. Notam cu C; coloanele matricei 4,
i=1,..,nsicuA"! inversa matricei 4,A™! = (Aij); j=15- Daca I, este matricea unitate de

— t — t — — t —
ordinul n, atunci coloanele matricei I, vor fi vectorit Ey ,E, ,..,E;,...,E, , unde E; =
0,...,1,...,0), i = 1,n sunt vectorii bazei canonice din R™. Astfel, relatia A * A™1 =, poate

“
i
fi scrisa ca

. —t _—
ceea ce este echivalent cu faptul cd elementele de pe coloana j a matricei inverse sunt

—t
componentele vectorului E; in baza formatd din vectorii reprezentati de coloanele matricei A.

O Exemple 3.11 Sa se determine inversa matricei A = (i ;)

Solutie: Coloanele matricei A sunt C; = (i),Cf = (;), iar vectorii E1t = (é);fzt = ((1)),

- c .- A . 28t _ (= xl
formeaza bazele B€ si B in spatiul (R*)" = {x = (xz) ,X1,Xy € R}.
Vom incepe algoritmul cu un tabel in care componentele vectorilor celor doua baze B€ si B sunt
exprimate relativ la baza canonici B¢ din spatiul (R?). Avem astfel tabelul 3.9:

Tabelul 3.8 Tabelul 3.10
— t — t — t — t
E, | E, Ci | Ci E, | E, i | G
E, 1 0 2 1 «E, 1 0 2 1
E, 0 1 1 2 E, 1 1 2
_ 1 1 1
e, 1 - _— -
2 2 2
_ 3 3
< E, 0 — — - E
2 2 2
4
El 1 0 - 1 -
35
e, 0 1 1 —_—
3

Sa observam din tabelul 3.9 faptul ca matricea A este matricea de trecere de la baza B¢ la baza
B. Stiind c@ matricea Spp de trecere de la o baza B la o baza B’ este inversa matricei Sgp de
trecere de la baza B’ la baza B, vom inlocui vectorii bazei canonice B¢ cu cei ai bazei B.
Rezultatele calculelor sunt redate in tabelul 3.10. O
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3. Rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare
Fie sistemul de ecuatii liniare, neomogen:

AX = b,
unde A = (a;;); ;-7 oste matricea coeficientilor, X = (x1, X3, .., xy)t  este matricea
necunoscutelor, iar b = (by, by, ..., b,)t este coloana termenilor liberi. Notim cu C, j coloanele
matricei 4, i = 1, ..., n. Astfel, sistemul de ecuatii poate fi scris

X, *Ch+x,%C3 + -+ x;%Cl + - x, % C} = b,

ceea ce este echivalent cu faptul ca necunoscutele x4, x5, ..., X, sunt componentele vectorului b

in baza formata din vectorii reprezentati de coloanele matricei A. Astfel, putem folosi lema
—t =1 —t — t —
substitutiei pentru a rezolva sistemul. Consideram vectorii E; ,E, ,...,E; ,...,E, ,unde E; =

@, ..., i, w0), 0= 1,_n , sunt coloanele matricei unitate de ordinul n. Ei vor reprezenta vectorii
L
bazei canonice B€ din (R™)¢.
O Exemple 3.12 Sa se rezolve sistemul de ecuatii:
x+2y—z=-3
{Zx —2y+z=6.
xX+y—2z=-4

Solutie: Sistemul poate fi scris ca

1 2 -1\ /x -3
E 2 2)0-()
1 1 =2/z —4
1 2 -1 x -3
A=(2 -2 1>,X=(y>,b=<6>,
1 1 -2 z —4

1 2 -1
—t
iar coloanele matricei A, respectiv C; = <2>,Cf = <—2> C3= < 1 ) si vectorii E; =
1 1 —2

prin urmare avem:

1 0 0
— t — t
<O) JE, = <1) JE3 = <O> formeaza bazele B (a se verifica!) si B€ in spatiul
0 0 1

X1
(R3)t ={x = X2 y X1, X2, X3 € R;.
X3

Vom incepe algoritmul cu un tabel in care componentele vectorilor celor doud baze B¢ si B
sunt exprimate relativ la baza canonici B¢ din spatiul (R3)t. Avem astfel tabelul urmitor:

Tabelul 3.11

— t — t — t
E, |E, |Es |G| CF |G

Exl 11 0] 0| 1] 2 |-1

NN | = |
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Sa observam din tabel faptul ca matricea A este matricea de trecere de la baza B€ la baza B.
Pentru a exprima vectorul b in baza B, vom inlocui vectorii bazei canonice B€ cu cei ai bazei
B.

Rezultatele calculelor sunt redate in tabelul urmator;

Tabelul 3.12

E, |E, |Es | Ch|CZ|Ch|b
cEl 1 0] 0 2 | -1 -3
EE | ol 1|0 |2]-2|11]6%8
Es | oo | 1|1]1]|-2]|-4
¢t 1o o 1|45 1]
B | -2 1] 00| _¢| 3|12
E3 -1 0 1 0 -1 -1 -1

1 [ 1
ol = | =]ol1]lo]o]1
i 3|3

1 1 1
2| = |-l 0o 1]|-2|-=2
A 3 6 2

2 1 3
cm |-l -=| 1|00 |-2]|-3
5| 73|76 2

1 [ 1
ol = | =]ol1]lo]o]1
A | 3|3

5 1] 1
2| 2 |—=|-=]0o] 1] 0 |-t
R 9|73

4 |1 2
= | = =2lofo|1]2
i | 3|9 3

Elementele de pe ultima coloani reprezintd componentele vectorului b in baza {C},C%,C3}
adica solutia sistemului. Am obtinut astfel x = 1,y = —1,z = 2. Mai mult, matricea formata
din ultimele trei linii respectiv de coloanele doi, trei si patru,

/_
Wl Ol uTw| -
O| =
No)
[
WINW]| =
\___

este inversa matricii A (a se verifica). O
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3.6. Subspatii vectoriale. Operatii cu subspatii vectoriale

Fie V un K -spatiu vectorial si V' c V,V' = @.
O Definitia 3.9. Submultimea I’ se numeste subspatiu vectorial al lui V, daca restrictiile celor
doua legi de compozitie ,,+” si,,”” la V’ determina pe aceastd multime o structurd de K -spatiu
vectorial.
O Teorema 3.4. O conditie necesard si suficientd ca V' C 'V sa fie un subspatiu vectorial al
lui 'V este ca: 1. Oricare ar fi x,y € V' sa rezultex +y € V.

2. Pentru orice a € K si oricare ar fi x € V' sa rezulte ax € V.
O Corolarul 3.1. Daca V este un K -spatiu vectorial si V’ este o submultime nevida a lui V,
atunci I’ este un subspatiu vectorial al lui V' dacd si numai daca are loc conditia: Oricare ar fi @, § €
K sipentru orice x,y € V' sarezulte ax + fy € V.

O Exemple 3.13
1. Multimea {0} € V este subspatiu vectorial.
2. In spatiul vectorial R3se considera submultimile
Uy ={x = (x1,x5,x3)| 21 +2x, +3x3 =0}

U, ={x = (x1,x3,x3)] —x; +2x, —3x3+4 =0}
Sa se precizeze care din aceste submultimi este subspatiu vectorial al lui R3.
Solutie
Pentru a ardta ca submultimea U; este un subspatiu vectorial, verificdim conditiile teoremei 3.4.
Fie X,y € U;. Verificam daca x + y € U;. Avem:
X€EU; »Xx=(x1,x3,x3)| %y +2x, +3x3=0

yEU »¥=1,¥2,¥)|y1 + 2y, +3y; =0.
De asemenea,

X+y=(0x1,%,%3)+1,y2,¥3) = <x1 tY1,%X2 +Y2,X3 +)’3)

not. z; not. z, not. z3

X+yeU;, & (z,2,,23) €U,
< zy +2z; +323=0
& x+y 200 +y2)+ 303 +y3) =0
< x1 +ty; +2x, +2y, +3x3 +3y3 =0
PEN X, +2x, +3x3 +y; +2y, +3y; =0
=0 =0
< 0=0(adevarat)y =>x+y € U,

Fie acum x € U; si a € R. Verificdm daca ax € U;. Avem:
X€EU;, »x=(x1,x3,x3)| %1 +2x, +3x3 =0

De asemenea,
= a(xy,xy,x3) = (axy,ax,,axs)
& (axg,ax,, axs) € Uy
< axy+2ax,+3ax3 =0
- aX +2x, +3x3 =0

=0
< a0 =0 (adevarat) = ax € U;.
Astfel, am aritat ca submultimea U; este un subspatiu vectorial al lui R3.
In continuare, verificim daca submultimea U, este un subspatiu vectorial.
Fie x,y € U,. Verificam daca x + y € U,. Avem:
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JZEU2—>J?=(x1,x2,x3)|—x1 +2x2 _3x3 +4=0

}_/E U1_>37=(}’1;YZ;)’3)|_3’1 +2yZ _3y3+4‘=0
De asemenea,

X+y=(x1,%,%)+1,y2,¥3) = <x1 T YV1,X2 TY2,X3 +Y3)

not. zq not. z, not. z3

x+yeU, & (z1,2,,23) €U,
< —z; +2z, —323+4=0
& —(x1 +y1) +2(x; +y2) —3(x3 +y3) +4=0
= —X1 — Y1 +2x, +2y, —3x3 —3y; +4=0
PN X, +2x, +3x3 +y; +2y, +3y;+4=0
=—4 =0
& —4=0(fals)y=x+y¢U,.
Astfel, submultimea U, nu este un subspatiu vectorial al lui R3. O

O Definitia 3.10. Subspatiul {0} se numeste subspatiul nul al lui V. Orice spatiu vectorial V este
subspatiu al lui Insusi - numit subspatiu impropriu. Un subspatiu al lui V se numeste subspatiu
propriu, daca el este diferit de {0} side V.
O Exemple 3.14
1. Multimea matricelor simetrice si multimea matricelor antisimetrice de ordin n sunt
subspatii proprii ale spatiului matricelor patratice de ordin n, M, (K)
2. Multimea

V={x=(x,x3,..,%,) € K'x; =0} c K"
este un subspatiu vectorial al spatiului vectorial aritmetic K™. O

O Definitia 3.11. Fie VV un K - spatiu vectorial si I, V” subspatii vectoriale ale lui V.
1. Se numeste subspatiu intersectie, multimea: V' N V”.
2. Se numeste subspatiu sumd a lui V’ 51 V” multimea:
V+V ={x+x"€VIX eV,x" €V}
3.Fie S = {x;}ie; € V o familie de vectori din V. Se numeste subspatiu generat de S multimea
notata cu [S] (sau L(S)) a tuturor combinatiilor liniare finite de vectori ai lui S, adica:
[S] = {Ziel a; - x;:{a;}ie; € K, este o familie de suport finit,de scalari din K}.
O Observatia 3.7. Analog se poate defini intersectia si suma a ,,m” subspatii vectoriale V; c V
i = 1, m. De exemplu:

VitVo+ otV ={x€Vix=x,+x,++x,xEV,i=1,m}
O Propozitia 3.1. Multimile V' 0 V"V’ + V", [S] sunt subspatii vectoriale ale lui V.
O Definitia 3.12. Suma V" + V” a subspatiilor V’ si V” se numeste sumd directd si se noteaza
V' @ V”, daca orice vector x € V' 4+ V” se reprezintd in mod unic sub forma x = x" + x” cu x’ €
Vsi x” €V
O Definitia 3.13. Fie IV un K -spatiu vectorial si S o familie de vectori din V. S se numeste
sistem de generatori pentru V, daca [S] = V.
O Teorema 3.5. Fie V un K - spatiu vectorial §i V',V” doua subspatii vectoriale ale lui V.
Atunci: [V’ U V"] =V + V" (altfel spus, subspatiul generat de reuniunea a doud subspatii
coincide cu subspatiul suma a celor doua subspatii) .

O Teorema 3.6. Fie V', V" c V doua subspatii vectoriale ale lui V. Sunt echivalente conditiile:
1. Suma V' + V" este directa.
2.V nV” ={0}.

O Definitia 3.14. DacaV’ @ V” = V, atunci subspatiile I/’ si IV se numesc suplementare in V.
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O Teorema 3.7. (Grassmann - teorema dimensiunii ) Fie V un K- spatiu vectorial siV', V" € 'V
subspatii vectoriale. Atunci:
dimg (V' + V") = dimgV’ + dimgV” — dimg(V' 0 V).
(Dimensiunea subspatiului suma este egald cu suma dimensiunilor subspatiilor minus
dimensiunea subspatiului intersectie).
O Observatia 3.8. Daca suma I’ + V” este directa, atunci
dimg(V' @ V") =dimg V' +dimg V.
(Dimensiunea subspatiului suma este egala cu suma dimensiunilor subspatiilor).
O Exemple 3.15
1. Sa se determine dimensiunile subspatiilor suma si intersectie a subspatiilor generate de
sistemele de vectori:
U= {u, =(2,3,-1),u, = (1,2,2),u; = (1,1,-3)},
V={v,=(1,21,v,=(1,1,-1),v; = (1,3,3)}
in spatiul vectorial R3 si s se verifice teorema lui Grassmann.
Solutie: Vectorii u,,u,,u3 sunt liniar dependenti (a se verifica!), o baza in [U] putand fi
{uy,u,}, prin urmare avem
[U] = {at; + ayty,a;,a, € R}si dim[U] = 2.
Vectorii v4, v,, v3 sunt liniari dependenti (a se verifica!) si avem
V] = {B171 + B2 72,1, B2 €R}si dim[V] = 2,
deoarece o baza in [V] poate fi vy, V.
Subspatiul [U] + [V] este generat de reuniunea sistemelor U si V.
Se poate verifica usor ca o baza in reuniune este iiq,U,, U si deci
dim([U] + [V]) = 3,
adica [U] + [V] =R3.
Subspatiul intersectie [U] N [V] contine vectorii pentru care
a Uy + Uy = P10 + B2 7y,
Iar prin Tnlocuirea celor patru vectori se obtine
20 +a; = [Py + B2, 30y + 20, =21+ 2, a1y +2a; =1 — B,
adica un sistem cu trei ecuatii cu patru necunoscute. Alegand ca necunoscute principale /a4,
a,, P, 1ar f, = Y, necunoscutd secundara, se obtine
a =Y, a =Y, :81= 2]/
Rezulta astfel ca
[U] n [V] ={Bv.5v, v), vy ER} si dim([U]Nn[V]) = 1.
Se verifica astfel teorema lui Grassmann:
dim[U] + dim[V] = dim([U] + [V]) + dim([U] n [V]).

2. Sd se arate ca in spatiul vectorial al matricelor (M, (K), +,,, K) submultimile definite prin
S={A€ M, (K)|A* = A} (matrice simetrice), S’ ={4A € M, (K) |A* = —A} (matrice
antisimetrice) formeaza subspatii vectoriale si M, (K) =S @ S".
Solutie: Pentru matricele A,B € S, deoarece (A+ B) = A" +B* = A+ Brezultica A+
B € Ssi (@A)t = aA se obtine aA € S. Analog pentru .
Mai mult, pentru A € M, (K), atunci matricele

B =§(A+At) €SsiC =§(A—At) €S
verificirelatia A = B+ C.InplusS NS’ = 0, astfel caM, (K) =S D S O

3.7. Spatii vectoriale euclidiene si unitare

O Definitia 3.15. Fie VV un spatiu vectorial complex (C - spatiu vectorial). Se numeste produs
scalar pe V, o aplicatie: <,>: V X V — C astfel incat:
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Pentru orice x,y € V implica {x,y) = (y, x), (& - conjugatul numarului complex).
Oricare ar fi x;,x,,y € Vrezulta (x; + x,,y) = (x1,y) + (x3,¥).
Oricare ar fi C si pentru orice x,y € V se obtine (ax, y) = a(x,y).
Pentru orice x € V se obtine {(x, x) = 0 si (x,x) = 0 daca si numai dacax = 0.
Numarul complex (x, y) se numeste produsul scalar al vectorilor x si y.
O Observatia 3.9.

1. Conditiile 2 si 3 implicd: Oricare ar fi scalarii aq, @, € K §1 pentru orice vectori
X1,%X2,y € Vrezulta: (ayx; + ayx,,y) = a1{xy,y) + ax{(x,,y).

2. Conditiile 1, 2 si 3 implica: (x, ay) = a(x,y) si (x,a1y1 + a2y, ) = a1{x1,y) +
az(xy,y).
O Definitia 3.16. Un spatiu vectorial peste corpul K pe care s-a definit un produs scalar se numeste
spatiu vectorial euclidian, cand K = R, respectiv spatiu vectorial unitar, cind K = C.
O Exemple 3.16
Fie x = (x1,%2, ., xp) $iy = (1,2, -, Yy ) doi vectori oarecare din spatiul vectorial real
aritmetic R™. Aplicatia definita prin:

<,>: R"X R" 5> R (X,y) =x1y; + X395, + -+ X Vn

este un produs scalar pe R™.
(R™, <, >) este un spatiu vectorial euclidian, iar produsul scalar definit mai sus se numeste
produs scalar uzual (canonic) in R™. O

B

3.8. Dreapta de regresie

Fie punctele M;, i = 1,nin plan avand coordonatele carteziene x;, y;, I = 1,n.
O Definitia 3.17. Se numeste dreapti de regresie asociati ,,norului” de puncte M;, i = 1,n
dreapta din plan cu proprietatea cd suma patratelor distantelor de la puncte la dreapta este
minima.

Consideram M;, i = 1,n si construim vectorii din spatiul vectorial aritmetic R™
e;=1,1,...,1), e, =x=(xy,x3, ..., %) si ¥y = 1,2 ,Vn). Dreapta de regresic

e

(dreg) asociatd punctelor M;, i = 1,n va fi graficul functiei F(x) =a+ bx , a,b € R, unde
a, b sunt solutia sistemului

{(9_1|e_1>a + (é1lex)b = (e1|y)

(ezlé1)a + (elex)b = (e;]y)

unde operatia{ | ):R™ X R™ — R este produsul scalar uzual de pe R™ definit de relatia

(xly) = X1 % yi =x1Y1 + X2Y5 + - + X Y.

O Exemple 3.17

Sa se determine dreapta de regresie asociatd punctelor M, (1,2), M,(2,1), M5(3,4).

Solutia. Pentru vectorii X = (x1,%,,x3) si ¥ = (¥1,Y2,Y3) produsul scalar uzual devine
(X|y) = x191 + %22 + xX3Y3.

Vectorii din R3 asociati punctelor M;, M, si M3 sunt & = (1,1,1), & =x = (1,2,3,)si y =

(2,1,4). Prin urmare avem (e, |e;) = 3,(e1|&;) = 6,(&,|y) = 7, (&,]|e,) = 14,(&,|y) = 16.

Ecuatia dreptei de regresie este F(x) = a + bx unde numerele a si b sunt solutia sistemului

3a+6b=7
6a + 14b = 16
cu solutia a = %, b = 1. Prin urmare dreapta de regresie are ecuatia F (x) = % + x. O
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Aplicatii propuse
O A3.1: Aratati ca multimile

U1 = {f = (xl,xz) € RZ t X1 + 2x2 = 0}, Uz = {f = (xl,xZ) € Rz:xl - 2x2 = 0}
sunt subspatii vectoriale in R?

O A3.2: Si se arate ¢ multimea B = {&; = (2,1),&, = (—1,2)} este 0 bazi in R?.
O A3.3: Sa se determine expresia vectorului X = (3,4) inbaza B = {&; = (2,1),e, = (—1,2)}.

O A3.4: Si se determine matricea de trecere de la baza B la baza B, unde
B = {e_l = (1)3)) e_Z = (_le)}a B’ = {e_l = (2)1); e_Z = (_1;2)}

O A3.5: Si se determine matricea de trecere de la baza B la baza B, unde
B = {e_l = (1)3)) e_Z = (_le)}a B’ = {e_l = (2)1); e_Z = (_1;2)}

O A3.6: Verificati daca matricea de la exercitiul 4 este inversa matricei de la exercitiul 5.

O A3.7: Fie bazele B = {&; = (1,3),&, = (—-2,1)}, B' = {e; = (2,1),&, = (—1,2)} din R?.
Sa se determine expresia vectorului X = 4e; + 3&, in baza B'.

O A3.8: Sa se determine dreapta de regresie asociatd punctelor:
a) Ml(z,l), M2(1,2), M3(4, _3); b) Ml(l, _1), MZ (_1,2), M3(_2,3), M4(2, _3).
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Unitatea de invatare IV.
Transformari liniare

Cuprins
4.1. Notiunea de transformare liniara

4.2. Transformari liniare pe spatii vectoriale finit dimensionale
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4.1. Notiunea de transformare liniara

3 Definitia 4.1. Fie V; si V, doud K spatii vectoriale. Se numeste transformare liniara
(operator liniar sau morfism) de la V; la V, orice aplicatie T : V; — V, cu proprietétile:
1. Oricare ar fi x,y €V;, rezulta cd T(x+y) = T(x)+ T(y), (proprictatea de
aditivitate).
2. Pentru orice a € K si oricare ar fi x € V;, rezultd cd T(a x) = aT(x), (proprietatea de
omogenitate).

Conditiile 1 si 2 sunt echivalente cu conditia:
3. Oricare ar fi @, f € K si pentru orice x, y € V;, are loc relatia
T(ax + By) =aT(x) + BT(y).

3 Observatia 4.1. Daca in particular V, = K atunci transformarea liniard T se numeste formd
liniard pe V.
0O Exemple 4.1
1. Fie K [X]- spatiul vectorial al polinoamelor in nedeterminata X cu coeficienti din corpul
comutativ K. Aplicatia de derivare D : K[X] = K [X] este o transformare liniard, numita
operator de derivare.
2. Fie V un K spatiu vectorial si U cV un subspatiu vectorial al lui V. Aplicatia
i: U - V,i(x) = x, pentru orice x € U este o transformare liniard, numitd aplicatia de
incluziune. O

Se noteazd cu Lk (V,V,) ={T :Vy; >V, | T —transformare liniara} multimea
transformdrilor liniare de la V, la V,. In cazul particular cand V; = V, = V, transformarea
liniard T: V — V se numeste endomorfism si Lx (V) este multimea endomorfismelor pe V.

3 Definitia 4.2.
1. Se numeste monomorfism o aplicatie T € Lx (V;,V,)injectiva.
2. Se numeste epimorfism o aplicatie T € Lk (V;,V,) surjectiva.
3. Se numeste izomorfism de spatii vectoriale o aplicatic T € Lk (V4,V,), monomorfism si
epimorfism (adici o transformare liniara si bijectivd). In acest caz spatiile vectoriale V; si
V, se numesc spatii vectoriale izomorfe.
4. Se numeste automorfism o aplicatie T € Lk (V) bijectiva.
3 Observatia4.2.  Multimea izomorfismelor din Lk(V) are o structurd de grup fata de
compunerea transformarilor.
O Teorema 4.1. Daca T : V; = V, este o transformare liniara, atunci:
1. T(0) = 0.
2. T(—x) = —T(x), oricare ar fi x € V.
3. Daca V', este un subspatiu al lui V;, atunci multimea
TW') ={veV, |existax eV'y T(x) =v}
este subspatiu in V, (adica imaginea unui subspatiu vectorial printr-o transformare
liniara este un subspatiu vectorial).
4. Daca V', este un subspatiu in V,, atunci multimea
T V') ={x €V, | T(x) €V';}
este subspatiu in V, (adica imaginea inversa a unui subspatiu vectorial printr-o
transformare liniara este un subspatiu vectorial).
3 Corolar 4.1.
1. Multimea T (V,) este un subspatiu in V,, notat: ImT.
2. Multimea T~1(0) = {x € V:T(x) = 0} este un subspatiu in V,, notat Ker T.
3. Multimea T~(V,) este un subspatiu in V.
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O Definitia 4.3. Subspatiile Im T, Ker T, T~*(V,) se numesc subspatiu imagine, nucleu si
respectiv contraimagine.
O Definitia 4.4. Numerele reale si pozitive dim (Im T) si respectiv dim(Ker T) se numesc
rangul lui T si respectiv defectul Tui T si se noteazd rang T = dim (ImT) respectiv
def T =dim(KerT).
3 Propozitia 4.1. Fie T:V; - V, o transformare liniara. Atunci:

1. T este injectiva, daca i numai daca Ker T = {0}.

2. T este surjectiva, daca si numai daca ImT = V,.
O Teorema 4.2. Fie T € Lx (V) o transformare liniara in spatiul vectorial V, dimV = n.

Atunci are loc:
dimV = rang T + def T. 4.1)

0 Exemple 4.2 Si se demonstreze ci aplicatia T: R? — R3 definiti prin relatia
T(x1,x2) = (2x1,%2,% — X2),
este o transformare liniara.
Solutie: Pentru a arata ca aplicatia T este o transformare liniara va trebui sa aratdm cd au loc
egalitatile
T((xl'xz) + (1, Y2 )) =T(x1,%)+ T(y1,¥2)

T(a(xy,%2)) =a-T(xqg,x;)
oricare ar fi (x;,x5), (y1,y,) € R*sia €ER.

Deoarece avem (xq,x; ) + (¥1,y2) = (x; +y1,x, +y,), rezulta ca

T((x1 X2) + V1, Y2 ))

T (x1 +Y1,% +3’2> Y (221,22,21 — Z3)

not. z, not. z,

(2(x1 + Y1), % Y2, % +y1 — (% +3’2))

= (2x% +2y1,% +Y2,% +y1 — X —y2) (1)
T(x1, %)+ Ty1,y2) = @Cx1,%2,% —%3) + (2y1,Y2,1 —Y2)
= (2x; +2y;1,% +y2,% — X2 +Y1 —Y2) (2)

adica, urmarind relatiile (1) si (2), obtinem prima egalitate dorita.
Analog, pentru perechea (x;,x,) si @ € R avem a(x;,x, ) = (ax;,ax, ) de unde rezulta ca

T(a(xy,x3)) = T(ax,,ax;) & ax,,ax,,ax; +axy) 3)
a-T(x;,x,) = a-(2x1,%2,%1 —X2) & Qaxy,ax,,ax; +axy)  (4)
Si astfel, urmarind relatiile (3) si (4), obtinem a doua egalitate dorita. |
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4.2. Transformari liniare pe spatii vectoriale finit dimensionale

Fie V si W doua K - spatii vectoriale, dimV = n, dimW = m si T:V ->W o
transformare liniard. Fie B = {e;, e, ...,e,} obaza a lui V, iar B' = {f}, f5, ..., fn} 0 baza a lui
w.

Din capitolul ”Spatii vectoriale” se stie ¢ pentru orice vectorx € VsiB = {e;,e,, ..., e }
baza in V are loc descompunerea x = )i x; * e;, unde x; € K sunt componentele lui x in baza

B . Astfel, are loc relatia
n n
T(x)=T <z X; - el-> = Z x; - T(e;p).

i=1 i=1

Deoarece, vectorul T (x) se descompune in baza B' avem
T(el-) = Z:ﬁl aji ' f}', aji € K. (42)

O Teorema 4.3. Daca, B = {ej, e,, ...,e,}obaza alui V, iar B' = {f1, f5, ..., fn} 0 baza a lui

W atunci existd o unicd matrice A = (a;;) de tipul m X n astfel incdat T(e;) = X%, a;; " f; -

In plus,

daca imaginea vectorului x = Y7_1 x; - ¢; are descompunerea T (x) = Y%, y; " fi atunciy; =
n ‘x: i=1m

Yi=1a %, L=1m.

O Observatia 4.3 Relatia T(e;) = YI; a;; - f;, din Teorema 5, pentru orice j = 1,n aratd ca

matricea A = Mpg' se determina astfel: coloana j a matricei A contine componentele in baza

B’ ale imaginii vectorului e; din baza B prin transformarea T, pentru orice j = 1,n.

X1 V1
Daca se noteaza X = x 21,Y= y 2 | se obtine scrierea matriceald a lui T':
le ym
Y =AXsauT(X) = AX. 4.3)

O Definitia 4.5. Matricea A = Mgp' se numeste matricea asociati transformadrii liniare T in
raport cu perechea de baze considerate B si B'.

In continuare se considerd cazul particular al transformarilor liniare T € Lk (V),
dimV = n.In acest caz, pentru B bazi a lui V vom nota cu A matricea lui T in raport cu baza
B si vom scrie A = Mg = Mpp .

Intereseaza in ce mod se schimba matricea A = Mp la schimbari de baza in V. Fie B si
B’ doua baze in spatiul V si A = Mg, A’ = Mg, matricele asociate transformarii liniare T in
cele doud baze.

O Teorema 4.4. Dacd S este matricea trecerii de la baza B $i B'in V, atunci are loc relatia
A =51-4-5

3 Corolar 4.2. Rangul matricei asociate unei transformari liniare T intr-o baza in V este

invariant la schimbari de baze.

3 Definitia 4.6. Matricele A,B € M, (K) se numesc asemenea dacd existd o matrice

nesingulard S € M, (K), astfel incat B =S~ 1- A - §.

O Observatia 4.4. Matricele A = Mg, A’ = Mpg, sunt asemenea.
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O Exemple 4.3
1. Se consider transformarea liniard T : R® - R3, T(X) = (x;,x; + x, + x3,x;) pentru
orice ¥ = (x;,x,,%3) € R3. Se cere:

i) Sa se calculeze T (1), unde & = (1,2, 3).

ii) Si se determine matricea asociati lui T in baza canonici din R3.

i11) Sa se determine KerT si ImT.

Rezolvare:
DT € (1,1+2+31) = (1,6,1).
ii) Baza canonici din R3 este
B = {e; =(1,0,0),e;, =(0,1,0),é5 =(0,0,1)}
iar imaginile vectorilor din baza prin aplicatia T sunt

T(&,) = T(1,0,0) & (1,1,1),
T(&,) = T(0,1,0) & (0,1,0),
T(&,) = T(0,0,1) & (0,1,0).

In raport cu baza canonicd din R3, orice vector ¥ = (x;,x,,x3) € R® admite
descompunerea (a se vedea Exemplul 3.5) adica, in raport cu baza canonica,
componentele unui vector sunt exact elementele ce compun vectorul.

JZE(xl,xz,xg)=xle_1+xZe_2+xge_3. (*)
Din cele spuse anterior, expresiile vectorilor T(&;),T(&,), T(é3) sunt:

T(e_l) = (11111) = 1e_1+ 13_2 + 1'6_3,
T(éz)=(0;1;0)=06_1+1e_2+06_3,
T(e_B):(O;l;O):0'6_1+1'€_2+0'e_3,

Folosind Observatia 4.3 matricea asociata lui T in baza B, S = Mp , este
1 0 0
s=(1 1 1)
1 0 0

i11) Din definitia nucleului unei transformari liniare avem ca
KerT ={x € R3®| T(x) = 0},
iar relatia T (%) = 0 conduce la sistemul
x; =0
{xl +x, +x3 =0.
x; =0
S-a obtinut astfel un sistem liniar omogen, simplu nedeterminat, alegdnd primele

doud ecuatii ca si ecuatii principale, iar ca necunoscuta secundard pe x5 . Avem astfel
sistemul

{ 1 __0 (x3 =a),a €ER
X, +x, = —a,
cu solutia

xy =0,x, =—a,x3 =a,a €ER.
adica avem

KerT ={x =(0,—a,a) | a € R}
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Vom determina acum multimea ImT. Din definitia imaginii unei transformari liniare
avem ca
ImT = {y € R3|existd ¥ € R3astfel incat T(x) = y}.

Relatia T(X) = ¥, pentru X = (x1,%,,%3),¥ = (¥1,¥2,¥3) € R3 conduce la sistemul

X1 +X; + X3 =Y,

{ X1 =W
X1 =Y3

Din definitia imaginii lui T, se observa ci intereseaza vectorii ¥ € R3 pentru care
existd X € R® ai. T(X) = ¥y, prin urmare nu este necesard gisirea solutiei sistemului
anterior, ci doar studierea sistemului_compatibil.

Sistemul obtinut este unul liniar omogen, avand matricea coeficientilor

1 0 O
D=1 1 1)
1 0 O
Deoarece determinantul sau este A= detD = 0, alegem ca minor principal
_ |1 0] _
a=]; Jl=1%0.

Minorul caracteristic asociat va fi

1.0 y»
A= 11 y =Y3 = Y1-
1 0 y;

Se disting astfel doua cazuri:

a) A,=0ey;, —y; =0 y; =y,. In acest caz, alegand primele doua ecuatii ca si
ecuatii principale, iar ca necunoscutd secundard pe X3, sistemul este unul compatibil
simplu nedeterminat. Deoarece nu este necesara determinarea solutiei sistemului anterior,

.....

~ImT = {y = 1,¥2,¥1)ly1,y2 € R}, decarece y3 = y;.
b) A.# 0. In acest caz, sistemul este incompatibil, prin urmare acest caz nu prezintd
interes.

Sa se determine rangul si defectul transformarii liniare T : R®> — R3 definita prin:
=(x; +x, +x3,%1 +x, +x3,% +%, +x3), x=(x1,%,,x3) €ER3,

explicitand cate o bazd in KerT si ImT.

Solutie: Din definitia nucleului unei transformari liniare avem ca
KerT ={x e R3| T(x) =0},

iar relatia T(¥) = 0 conduce la sistemul
X+ x; +x3 =0
xXg +x, +x3 =0,
Xy +x, +x3 =0
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Sistemul obtinut este unul liniar omogen, avand matricea coeficientilor
o 1 1
D = (1 1 1).
1 11

Deoarece determinantul sau este A= detD = 0, iar toti minorii de ordinul 2 sunt nuli
alegem ca minor principal
A,=1=+0.

Minorii caracteristici asociati fiind nuli, rezultd cd sistemul este compatibil dublu
nedeterminant. Avand prima ecuatie ca ecuatie principald, iar pe x,, X3 ca necunoscute
secundare, rezulta ca

X1 = —Xy —X3,X5,%X3 €ER

In concluzie orice vector x € KerT are forma
KerT = {x = (x1,%2,—%; — x3)|x2,%x3 €R},

Pentru a afla defectul lui T este necesar a determina o baza in KerT, respectiv a
determina vectorii liniar independenti care genereaza subspatiul KerT. Se observa cd are
loc descompunerea
(x1,%3,—x1 —x3) = (x1,0,—x7) + (0,x5,—x,) = x,(1,0,—1) + x, (0,1, —-1).

Notam cu e; = (1,0,—1) si e, = (0,1,—1) vectorii care genereaza subspatiul
KerT. Deoarece é; si e, sunt liniar independenti (tema - a se vedea Capitolul 3 ,,Spatii
vectoriale’’), rezulta ca multimea {é; , &, } este o baza pentru KerT si astfel dimKerT =
2, ceea ce este echivalent cu faptul cadef T = 2.
Vom determina acum multimea ImT. Din definitia imaginii unei transformari liniare
avem ca
ImT = {y € R3|existd ¥ € R3astfel incat T(x) = y}.

Relatia T(X) = ¥, pentru X = (x1,%,,%3),¥ = (¥1,¥2,¥3) € R3 conduce la sistemul

X1 +x2 +X3 =Y.

{xl +x2 +.X3 :yl
xl +x2 +x3 :y3

Din definitia imaginii lui T, se observa ci intereseaza vectorii ¥ € R3 pentru care
existd X € R® ai. T(X) = ¥y, prin urmare nu este necesard gisirea solutiei sistemului
anterior, ci doar studierea sistemului compatibil.

Sistemul obtinut este unul liniar omogen, avand matricea coeficientilor

1 11
D=1 1 1|
1 11

Deoarece determinantul sau este A= detD = 0, alegem ca minor principal A,= 1 # 0.
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Minorii caracteristici asociati vor fi

1y
Any= |1 y; =Y2 — V1,
1
A= |1 ;I; =Y¥V3 — V1,
1 1 y
As=11 1 y,|=0.
1 1 y;

Se disting astfel trei cazuri:

a) Apy7=An=0y, —y;, =y3 —y; =0y, =y; =y;. In acest caz, alegand
prima ecuatie ca si ecuatie principald, iar ca necunoscute secundare pe x,, X3, sistemul
este unul compatibil dublu nedeterminat. Deoarece nu este necesard determinarea solutiei

.....

ImT = {y = (¥1,Y1,Y1)|y1,¥2 € R}, deoarece y, =y; =y;.

Notam cu e; = (1,1,1) vectorul care genereaza subspatiul ImT. Deoarece €3 este
liniar independent (evident — fiind nenul si singurul), rezulta ca multimea {€3 } este o baza
pentru ImT si astfel dimImT = 1, ceea ce este echivalent cu faptul carang T = 1.

b) Au#0,Ap=060y, —y; #0,y3 —y; =0y, #y; =y;. In acest caz,
sistemul este incompatibil, prin urmare acest caz nu prezinta interes.

¢) Ay=0,A,#0oy, —y; =0,y3 —y; #0y, =y; #y,. In acest caz,
sistemul este incompatibil, prin urmare nici acest caz nu prezinta interes. O

Aplicatii propuse

0 A4.1 Si se arate ca aplicatia T: R - R?, T(x) = (2x1 + x3,%3) , ¥ = (x1,x;) este 0
transformare liniara.
01 A4.2 Si se arate ci aplicatia T: R? - R?, T(X) = (2x; + x5,%; — 3%3), X = (1, %3)
este o transformare liniara.
01 A4.3 Fie operatorul liniar T: R? - R2, T(X) = (2x; + x5,%; — 3%,) , % = (xq,%5). Si
se determine KerT siIm T.
0 A4.3 Fie operatorul liniar T: R? - R?, T(X) = (x; + 3x,,2x; — x5 ), %X = (x1,x,). Sa
se determine KerT si Im T.
0 A4.4 Se considera transformarea liniard T : R® - R3, T(X) = (x3,%; — X, + x3,%3)
pentru orice X = (x;,x,,%3) € R3. Se cere:

i) Sa se calculeze T (1), unde u = (1,2, 3).

ii) Si se determine matricea asociati lui T in baza canonici din R3.

ii1) Sa se determine KerT si ImT.
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5.1. Valori si vectori proprii

Fie VV un K -spatiu vectorial de dimensiune n si T €Lk (V) un endomorfism al lui V.

O Definitia 5.1. Un vector x € V\{0}, se numeste vector propriu al endomorfismului
(transformarii liniare) T € Lk (V) daca exista 1 € K astfel incat T(x) = Ax (sau
(T —2- 1,)(x) = 0)). Scalarul 1 se numeste valoare proprie a lui T, iar x se numeste vector
propriu al lui T, corespunzator valorii proprii A. Multimea tuturor valorilor proprii ale lui T se
numeste spectrul lui T.
3 Teorema 5.1. Daca 1 € K este o valoare proprie pentru T € Lk (V), atunci multimea tuturor
vectorilor proprii corespunzatori valorii proprii A, plus vectorul nul al spatiului, este un
subspatiu vectorial al lui V, invariant in raport cu T.

Prin urmare, multimea

Vy={x eV|T(x) = Ax}

se numeste subspatiu propriu corespunzator valorii proprii 1.
in plus, oricare ar fi x € Vj rezultd ca T(x) = Ax (deci T(x) este o combinatie liniard a
vectorului x), rezulta ca T (x) € V.
3 Teorema 5.2.

1. Unui vector propriu al lui T, i corespunde o singurd valoare proprie.

2. Vectorii proprii corespunzatori la valori proprii distincte sunt liniar independenti.

3. Subspatiile proprii corespunzatoare la valori proprii distincte, sunt disjuncte.

Fie B o baza in spatiul vectorial V, iar A = (a;;) matricea asociatd lui T in baza B, adica
A = Mpg. Un vector x din V se va descompune in baza B
X1
X2

— n .
X = ij=1%Xi "€
iar dacd notam cu X coloana componentelor vectorului x in baza B, adicda X = ,

xTL
conform definitiei vectorului propriu, se va obtine o definitie similara In scriere matriceala:
x € V este vector propriu daca TX = AX.
De asemenea, stim cd, pentru transformarea liniard T avem scrierea matriceald (4.3) TX = AX
astfel ca din cele doua relatii obtinem
AX = AX sau, echivalent, (A — AI,)X = 0,
relatie care dupa inlocuirea matricelor 4 si X devine

X1
a1 — A aq Ain x
e 2
a21 azz - A aZn — O
An1 An2 A — A X
n

adicd un sistem liniar s1 omogen.

3 Observatia 5.1.
1) Daca se cunosc valorile proprii ale transformarii liniare T, cu alte cuvinte, ale matricei asociate
A, sistemul de mai sus permite determinarea vectorilor proprii atasati.

i1) Subspatiul propriu V,, asociat unei valori proprii a a lui T este multimea
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[ =)

V,={x=(x1,%,...60) | (A—A1-1,)X =0,},unde X = ,iar 05 =

[ o)

Xn 0
Determinarea vectorilor proprii nenuli presupune ca sistemul liniar i omogen obtinut mai
sus sd aiba solutii nenule, fapt echivalent cu anularea determinantului matricei sistemului, adica

all - l all e alTl
aq Az, — A arn = 0.
an1 QAn2 we  Onn — A

3 Definitia 5.2. Polinomul de grad n,

P(a) = det(A — AlL,). (5.2)
se numeste polinom caracteristic al transformarii liniare T in baza B, sau polinom caracteristic
al matricei A.

Astfel, valorile proprii ale transformarii liniare T sunt radacinile polinomului caracteristic
P(A).
3 Teorema 5.3. Polinomul caracteristic al matricei A are expresia:
P(A) = (DA™ = 5, A1+ 5,402 + -+ (—1)"G,],
unde &8, este urma matricii A , (deci §; = a1 + ayy + -+ Ay, 8, este suma minorilor

principali de ordinul doi cu elemente de pe diagonala principala, ai matricei A — 1, ..., 6, =
detA.

3 Definitia 5.3. Ecuatia

P(A) = Orespectivdet(A —al,) =0 (5.3)
se numeste ecuatia caracteristicd a transformdrii liniare T, sau ecuatia caracteristica a matricei A.
3 Observatia 5.2. Radacinile din corpul K ale ecuatiei caracteristice sunt valorile proprii ale
transformarii liniare T.
3 Propozitia 5.1. Polinomul caracteristic al unei transformari liniare este invariant fata de
schimbarile de baza ale spatiului vectorial.

O Teorema 5.4. (Teorema Hamilton-Cayley ) Orice matrice este raddacina a propriului sau
polinom caracteristic.

3 Teorema 5.5. Doud matrice asemenea au acelasi polinom caracteristic.
O Exemple 5.1
1. Se considera transformarea liniard T : R? — R?, data prin matricea A = (3 5).

5 3
Sa se determine valorile proprii si vectorii proprii ai endomorfismului T.

Solutie. Polinomul caracteristic al matricei A este (vezi (5.2)):

3-1 5

P =detd—a) = |° " 7 |=

(3—2)2—25=22—61—16.

Astfel, ecuatia caracteristica (6) devine
A2—61-16=0,
ecuatie care are drept radacini valorile proprii: A; = 8, 4, = —2.
In cele ce urmeazi se determina subspatiile proprii asociate valorilor proprii determinate.

Din Observatia 5.1 punctul ii), subspatiul propriu asociat unei valori proprii 2 a lui T este
multimea
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X
Vi={x=(x,x)| (A—21-1)X =0,}undeX = (xi)'iar 0, = (8)-

Pentru A; = 8 subspatiul propriu asociat este

X
Vo=lr=(rx) | (A8 1)X =0} undex = (}).

Ecuatia matriceala (A — 8 - I;)X = 0, este echivalenta cu ecuatia
-5 5\/%1\_ /0
(5 25)G)=0)

{_le + 5x2 =0
le - 5x2 =0

respectiv cu sistemul

care are solutia x; = x,,x, € R.
Astfel, subspatiul propriu Vg devine
Vg = {x = (x2,x2)|x; ER}
sau

V8 = {.’E = xz(l,l)lxz € R}.
In mod similar, pentru A, = —2 subspatiul propriu asociat este

X
Voo ={x=(0(px) | (A+2-I)X =0,}undeX = (x; )

Ecuatia matriceala (A + 2 - I3)X = 05 este echivalenta cu ecuatia
5 5\ /*1\ _ (0
(5 5) (Xz) B (0)
{le + sz = 0
5x1 + sz = 0

respectiv cu sistemul

care are solutia x; = —x,,x, € R.

Astfel, subspatiul propriu V_, devine
Vop ={k = (—x2,%;)|x, €R}

sau
V—Z = {.’E = xz(_l,l)le € R}.

2 1

2. Se considerd transformarea liniard T : R® — R3, datd prin matricea A = (0 0

0 1

determine valorile proprii §i vectorii proprii ai endomorfismului T.
Solutie. Polinomul caracteristic al matricei 4 este (vezi (5.2)):

2-12 1 1
P =detA—AL)=| 0 -1 0 [=@-DDA-2)
0 1 1-2

Astfel, ecuatia caracteristica (6) devine
C-DHA-21) =0,

ecuatie care are drept radacini valorile proprii: 4; = 2,4, =0, 13 = 1.
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In cele ce urmeaza se determina subspatiile proprii asociate valorilor proprii determinate.

Din Observatia 5.1 punctul ii), subspatiul propriu asociat unei valori proprii A a lui T este
multimea

X1 0
Vi ={x=(x1,%5,x3) 1 (A—A-13)X =03}undeX = (xz>,iar 0; = (0)

X3 0
Pentru A; = 2 subspatiul propriu asociat este

X1
Vz S {x = (xl,xz,xg) | (A - 2 ' I3)X S 03} undeX = <x2 ).
X3
Ecuatia matriceala (A — 2 - I3)X = 05 este echivalenta cu ecuatia

0 1 1 X1 0
0 -2 0 X2 |=10
0 1 -1/ \x3 0

respectiv cu sistemul

x2+x3:0
{_Z.XZ:O
xz_x3:0

care are solutia
X1 € R,xz = X3 = 0.

Astfel, subspatiul propriu V, devine
Vz = {f = (x1,0,0)|x1 (S R}
sau
Vz = {f = X1 (1,0,0)|x1 € R}

Pentru A, = 0 subspatiul propriu asociat este

X1
VO S {x = (xl,xz,xg) | (A_0'13)X: 03} undEX: <x2 ).
X3
Ecuatia matriceala (A — 0 - I3)X = 05 este echivalenta cu ecuatia

2 1 1\ /%1 0
0 0 OJl*2)=(0
0 1 1/ \X3 0

{2x1+x2+x3=0

respectiv cu sistemul

Xy + X3 = 0
care are solutiax; = 0,x, = —x3,x3 €R.

Astfel, subspatiul propriu V, devine
VO = {f = (01 _x3rx3)|x3 € R}
sau

VO = {f = X3 (O, —1,1)|x1 € R}.
Pentru A; = 1 subspatiul propriu asociat este

X1
Vi={x=(x,x3x3)| (A—1-13)X =03}undeX = (xz )
X3
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Ecuatia matriceald (A — 1 - I3)X = 05 este echivalenta cu ecuatia

1 1 1\ /% 0
0 -1 O0f|*X2)={0
0 1 0/\X3 0

{x1+x2 +x3:O

respectiv cu sistemul

_xz = O
xz = 0
care are solutiax, = 0,x; = —x3,x3 €R.
Astfel, subspatiul propriu V; devine
V; ={x = (—x3,0,x3)|x3 € R}
sau

Vl S {.’E = x3 (_1,0,1)|x3 € R}.

1 1 1
3. Se considera transformarea liniard T : R® — R3, data prin matricea A = (0 1 0). Sa se

0 1 2
determine valorile proprii §i vectorii proprii ai endomorfismului T.

Solutie. Polinomul caracteristic al matricei 4 este (vezi (5.2)):
1-4 1 1

P =detA—AL)=| 0 1-1 0
0 1 2-2

= (1 -2 -21).

Astfel, ecuatia caracteristica (6) devine
1-1*@2-21=0,
ecuatie care are drept radacini valorile proprii: A4 = 1, = 1, 43 = 2.

In cele ce urmeazi se determina subspatiile proprii asociate valorilor proprii determinate.
Din Observatia 5.1 punctul ii), subspatiul propriu asociat unei valori proprii A a lui T este
multimea

X1 0
Vy={x=(x1,%x,%x3)1 (A—A1-13)X =03} unde X = (xz>,iar 0; = (0)

X3 0
Pentru 4; = A4, = 1 subspatiul propriu asociat este

X1
Vl = {x = (xl, X, .X3) | (A -1 13)X = 03} unde X = (xz ).
X3
Ecuatia matriceald (A — 1 - I3)X = 05 este echivalenta cu ecuatia

0 1 1\ /%1 0
0 0 OJl*2)={0
0 1 1/ \X3 0

{xz +X3=0
xZ +x3:0

respectiv cu sistemul

care are solutia x3 = —x,,x; € R.
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Astfel, subspatiul propriu V; devine
Vi ={x = (x1,%, —x3) |1, %; ER}
si folosind descompunerea
(x1,%2,—x2) = (x1,0,0) + (0,x3, —x3)
se obtine
Vi ={x = (x1,0,0) + (0, x5, —x3)|x1,x, €R}.

In mod similar, pentru A3 = 2 subspatiul propriu asociat este

X1
Vz = {x = (xl,xz,x3) | (A - 2 - I3)X = 03} undeX = <x2 ).
X3
Ecuatia matricealda (A — 2 - I3)X = 05 este echivalenta cu ecuatia

-1 1 1\ /%1 0
0 -1 0f(*|=10
0 1 0/ \X3 0

{_xl +x2+X3:O

respectiv cu sistemul

—x, =0
x, =0
care are solutia
X3 = X1,Xy = 0.

Astfel, subspatiul propriu V, devine

V, ={x=(x1,0,x;)|x; €R}
4.Fie T : R* > R* endomorfismul dat prin matricea:
1 0 2 -1
o 1 4 =2
2 -1 0 1
2 -1 -1 2
Sa se determine valorile proprii §i vectorii proprii ai endomorfismului 7.

A=

Solutie:
Polinomul caracteristic P(1) este
1-1 0 2 -1
0 1-1 4 -2
2 -1 -2 1
2 -1 -1 2-21

P =

sau
P(A)=-A-1)*
si are ca si radacini valorile proprii ale matricei A. Din ecuatia caracteristica
P(A) = 0 se obtin radacinile 44 = A, = A3 = 1, = 1, adica o valoare proprie multipld de
ordinul patru.
Pentru a determina vectorii proprii ai lui T, se considera subspatiul propriu

X1

X2
Vi ={x=(x;,x5,x3,%x4) | (A—1-1,)X =0,}unde X = \ )

X3

Xg
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Ecuatia matriceald (A — 1 - 1,)X = 0, este echivalenta cu sistemul
{ZX3 — Xy = 0,
le — Xy — X3 +.X4 = O,

cu solutia
X1 = Q,
xz = ZCI + ﬁ,
X3 = ﬁ'

x, =20, a,f ER.
Asadar valorii proprii A; = 1 1i corespunde subspatiul propriu

Ve = {x=(a,2a+B,8,28)1 a,pB €R}
{(a,2,0,0) + (0,0,8,2B)a, B € R}
{a(1,2,0,0) + 8(0,1,1,2) | a,B €R}

generat de doi vectori proprii liniar independenti
v; =(1,2,0,0),v, =(0,1,1,2),

baza a subspatiului propriu V_j;.

5. Folosind teorema Hamilton-Cayley si se calculeze A~! pentru matricea:

1 0 1
A=[0 2 0]
0 0 3

Solutie: Polinomul caracteristic al matricei 4 este

1-4 0 1
0 2—-21 0
0 0 3—-1

P =

sau P(1) = 23 — 642+ 111 — 6.
Conform teoremei Hamilton-Cayley rezulta
A3 —6A%+11A— 6 = 0.
Relatia de mai sus poate fi pusd in forma

A(A> — 6A + 111) = 614
de unde rezulta

1 —1\
3
-1 _1-,2 _
A _E(A —6A+ 111;)=1|0 0o . O
0

S NIk O

1
3

Observatia 5.3. In Exemplul anterior, se observa doua situatii distincte: in 2 s-au obtinut trei
valori proprii distincte, in timp ce 1n 3 exista doua valori proprii distincte, iar una dintre ele este
o radacina multipla a ecuatiei caracteristice.
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5.2. Reducerea unei matrice la forma diagonala

Fie VV un K -spatiu vectorial de dimensiune n.

3 Definitia 5.4. Un endomorfism T:V — V se numeste diagonalizabil dacd exista o baza
{e,, ey, ..., e, } astfel incat matricea lui in aceasta baza sa fie diagonala (adica toate elementele
sunt nule, cu exceptia celor de pe diagonala principald).

Matricele din clasa de asemanare care ii corespunde endomorfismului T se numesc
matrice diagonalizabile.
O Teorema 5.6. Un endomorfism T:V — V este diagonalizabil daca si numai daca polinomul
caracteristic are toate radacinile in corpul comutativ K, peste care este luat V si dimensiunea
fiecarui subspatiu propriu este egala cu ordinul de multiplicitate al valorii proprii
corespunzdtoare.
O Concluzii: Practic, pentru diagonalizarea unui endomorfism T:V — V se procedeaza in felul
urmator:

1. Se fixeaza o bazd in V' si se determind matricea A = (a;;) a endomorfismului T in aceastd
bazé, A=M B

2. Se determina valorile proprii, care sunt solutiile in K ale ecuatiei P(4) = 0.

3. Pentru valorile proprii distincte A4, . ..,Ap cu ordinele de multiplicitate m., .. oMy, s€
calculeaza dimensiunea subspatiului propriu asociat, (Aj). Daca dim V' (Aj) =m;j=
1, p, atunci T este diagonalizabil.

4. Se rezolva cele p sisteme omogene (A — Ajln)X = 0,. Un sistem fundamental de
solutii pentru un asemenea sistem, este reprezentat de componentele vectorilor proprii
corespunzatori valorii proprii 4;.

5. Matricea endomorfismului T, in raport cu baza formata din vectorii proprii ai lui T, are pe
diagonald elementele A4,..., 44, ..., 45,..., 4, adica valorile proprii, iar restul elementelor

L T

Mg, —0T1 Mg, —OTL

1 P
sale sunt egale cu 0.
6. Se noteaza prin A’ EM,~, (K) matricea diagonald atasatd endomorfismului T, in raport cu
baza formata din vectorii proprii ai lui T
Daca S € M« (K) este matricea ale carei coloane sunt vectorii proprii care alcdtuiesc noua
baza a lui V, adicd matricea de trecere de la baza initiald din V (baza canonica in R") la baza

formata din vectorii proprii, atunci A’ = §71-4 -S.

O Exemple 5.2

2 1 1
Sa se cerceteze daca matriceaa) A = (3 5) ;D) A=(0 0 0]c)A=
5 3
0 1 1
este diagonalizabil. In caz afirmativ si se determine matricea diagonala.
Solutie. Din Exercitiul 5.1, 1 se obtine ca ecuatia caracteristica P(4) = 0 (formula (5.3))
este echivalentd cu

hr oo R
cor o

A2 —61—-16=0,
iar radacinile ei (valorile proprii), reale si distincte: 4; = 8, 1, = =2
avand ordinele de multiplicitate

m,ll = 1,m,12 = 1.
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Subspatiile proprii ale valorilor proprii sunt
Vg = {f = xz(l,l)le (S R}
V_z S {.’E = xz(_l,l)le S R}
iar vectorii proprii care le genereaza sunt :
Ell = (1r1)r5,2 = (_111)
si astfel avem
dim V(A)=1=my,dim V(1) =1=my,.

In concluzie, matricea A este diagonalizabila.

Vectorii €';, ', constituie o noud bazi in R?, iar matricea de trecere la aceastd bazi este

s=( 1)
de unde se obtine
vosase (s 1) 8)

b) Din Exercitiul 5.1, 2 se obtine ca ecuatia caracteristica (5.3) P(1) =0
este echivalentd cu
2-DEHA-2)=0
iar raddcinile ei (valorile proprii), reale si distincte,
AMh=21=01=1
avand ordinele de multiplicitate
m,11 = 1,m,12 = 1,m,13 =1.
Subspatiile proprii ale valorilor proprii sunt
V, ={x = x,(1,0,0)|x; € R}
Vo ={x =x3(0,—1,1)|x; €R}
V, ={x =x3(—1,0,1)|x; € R}
iar vectorii proprii care le genereaza sunt :
e's =(1,0,0),¢e,=(0,—-1,1),e's =(—-1,0,1)
si astfel avem
dim V@A) =1=my,dim V@A) =1=my,,dim V(A3) =1=m,,.
In concluzie, matricea A este diagonalizabila.
Vectorii e';, €’,, €5 constituie 0 noud bazi in R3, iar matricea de trecere la aceasti baza

1 0-1
§=10-10
011

A, 00 200
A =S14-5=[02, 0|]=(00 0]
0 0 43 001

c¢) Polinomul caracteristic al matricei A este:

este

de unde se obtine

1-1 0 0 1
o 1=2 o o
P =1 0 1-1 =2
1 0 -2 5-2

sau
P(D) = A(1 — D)2 — 6).
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Ecuatia caracteristica (5.3) P(1) =0
echivalentd cu
A1 =22 —-6)=0

are radacinile (valorile proprii) reale

Al=0,ﬂz =/13= ISIA4=6
avand ordinele de multiplicitate

m,11 = 1,m,12 = 2,77?,14 =1.

Deoarece rangul matricei A — A4l este egal cu 3, se obtine un singur vector propriu
liniar independent corespunzator lui 4;.

Ecuatia matriceald (A — A,1,)X = 0,, X = %(x;,x,,x3,x,) este echivalentd cu sistemul
X1 + Xq = O,
Xy = 0,
X3 — 2x4_ = 0,
cu solutia
xl = —Q,
xz = O,
X3 = 2a,

x,=a a€R.

Subspatiul propriu corespunzator valorii proprii A; = 0 este
VA) ={x=(-a,02a,a)lc e R} ={x =a (-1,0,2,1)|a € R}.

Vectorul propriu liniar independent care genereaza subspatiul propriu ¥V (1,) este e’y =
(—1,0,2,1), deci
dim V@A) =1=my,
unde my_ este ordinul de multiplicitate al valorii proprii ;.
Analog, rang(A — A,1,) = 2 si deci valorii proprii duble A, = A; = 1 1i corespund
doi vectori proprii liniar independenti. Ecuatia matriceala (A — A,1,) X = 0,, este
echivalenta cu sistemul:

x4 =0,
{xl —2x3+4x, =0,
avand solutia
X1 = Zﬁ,
X, = q,
X3 = IBJ

x, =0, a, fER.

Subspatiul propriu corespunzator valorii proprii A, = 1 este
V() ={x=028,aB0]a€eR}={X=a(0,1,0,0)+ (2,0,1,0)|a € R}.

Asadar, valorii proprii 4, 1i corespund vectorii proprii liniar independenti
e’, =(0,1,0,0),¢'5 =(2,0,1,0).
Deci
dim V (1;) = 2 =my,
unde m,,, este ordinul de multiplicitate al valorii proprii 4,.
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Deoarece rang(A — A41,) = 3 rezultd ca valorii proprii 4, = 6 1i corespunde un
singur vector propriu liniar independent. Efectuand calculele, se obtine ca
e, =(1,0,-2,5).

Astfel,
dimV(4,) =1=m,, A
unde my, este ordinul de multiplicitate al valorii proprii 4,. In concluzie, matricea A este
diagonalizabila.
Vectorii €'y, €',, €3, €', constituie o noud bazi in R*, iar matricea de trecere la aceasti
baza este

-1 0 21
[0 1 0 0
5=l 2 0 1 2
10 0 5
de unde se obtine
0 000
v e1.4.c_[(0 1 0 0
A=514S={g 01 ol
0 00 6
O
Aplicatii propuse

3 AS.1 Fie operatorul liniar T: R? - R?, T(¥) = (2x; + 3x,,3x; + 2x,) , ¥ = (x1,x,). S&
se determine: a) matricea endomorfismului in raport cu baza canonicd din R?; b) forma
diagonald precum si baza in raport cu care admite forma diagonala.

01 A5.2 Fie operatorul liniar T: R? - R?, T(x) = (3x; + 2x,,2x; + 3x3) , X = (x1,x,). S&
se determine: a) matricea endomorfismului in raport cu baza canonica din R?%; b) forma
diagonala precum si baza in raport cu care admite forma diagonala.

0 AS5.3 Fie operatorul liniar T: R® - R3, T(X) = (2x; + X5, %5, 2%, + X, + 3x3) , X =
(x4, X2, x3). Sa se determine: a) matricea endomorfismului in raport cu baza canonica din
R3; b) forma diagonald precum si baza in raport cu care admite forma diagonala.
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Unitatea de invatare VI.
Forme biliniare si forme patratice

Cuprins

6.1. Forme biliniare. Definitie. Exemple. Matrice atasata
6.2. Forme patratice. Reducerea la forma canonica
6.3. Clasificarea formelor patratice. Signatura

Aplicatii propuse
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6.1. Forme biliniare. Definitie. Exemple. Matrice atasata

Fie V un spatiu vectorial real.

3 Definitia 6.1. Se numeste formda biliniara pe V o aplicatie g : V X VV = R cu proprietatile:
1. Oricare ar fi x;,x,,y,,v,, X,y € V, rezulta:
g(x1 +x2,y) = g(x1,y) + g(x2,),
gxy1 +y2) = glx,y1) + g(x,y2),
(liniaritate in fiecare argument).
2. Oricare ar fi @ € Rsix,y € V, rezulta
glax,y) =a-g(xy), glx,ay) =a gxy),
(omogenitate).

3 Observatia 6.1. Conditiile 1 si 2 din definitia 1 sunt echivalente cu conditiile:

Oricare ar fi o, € R S1 x,y,z € V, rezulta
. glax+ By, z)=a-g(x,2)+ -9y 2)
si
gx,ay +z) =a-g(x,y) +B-g(x,2).
3 Definitia 6.2. O forma biliniard g : V XV — R se numeste simetricd daca pentru orice
x,y €V rezulta: g(x,y) = g(y,x).

3 Definitia 6.3. O forma biliniard simetricad g se numeste pozitiv semidefinita daca pentru orice
x €V:g(x,x) = 0, si pozitiv definita daca este pozitiv semidefinita i in plus, g(x, x) = 0 daca
si numai daca x = 0.

Daca pentru orice x € V: g(x,x) < 0, g se numeste negativ semidefinita, iar daca in
plus g(x,x) = 0 dacasi numai daca x = 0, g se numeste negativ definita.

Fie V un spatiu vectorial n-dimensional peste cAmpul R si fie B = {e;,e,,...,e, } 0
baza fixata in V. Fie vectorii x, y € V avand descompunerile in baza B

n n
X :::E:}Q €,y :::E:}G " €.
1 j=1

i:
Atunci avem
n

n n
9x,y) =g in 'ei;ZYj "€ =Z x;yj - g(ei €)
i=1 j=1 '

n
i=1j=1

si dacd se noteazd g;; = g(ei, ej), i,j = 1,n, se obtine

n n
glx,y) = z Z gijXi YVj

i=1 j=1
egalitate care arata cd forma biliniara g determind matricea G = ( Ji j) €M, (R), cand baza B este

fixata si reciproc, matricea G €M, (R) determina complet forma biliniara g.

X1 Y1
X2 Y2
Daca se introduc matricele coloand X = Mux1 (R), Y = U Mux1 (R)
le yn
atagate vectorilor x si y, atunci expresia analiticd g(x,y) = Xi=; Xj=1 gijX;y; a formei
biliniare poate fi scrisd sub forma matriceald: (g(x,y)) = ‘X-G-Y.
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Aplicatia care asociaza fiecarei forme biliniare g : V' X V — R, matricea ei in raport cu o baza
datd a spatiului vV este un izomorfism intre spatiul vectorial B (V, R) si spatiul vectorial
M - (R). In consecinta dim B (V,R) = dim M, (R) = n’.

O Definitia 6.4. Matricea G = (g;;) € M, (R), unde g;; = g(e;, ¢/),i,j = T,n, se numeste
matricea atagatd formei biliniare g in baza B , iar expresia g(x,y) = 2, Z;'l=1 gijxiyj se
numeste expresia analiticd a formei biliniare fatd de baza considerata.

O Teorema 6.1. Fie V un spatiu vectorial real de dimensiune nsi g : V XV — R o forma
biliniara. Daca B = {e;,e,,...,e, } si B' ={e'y,€e',, ..., €', } sunt baze fixate in v, A = (aij)
este matricea de trecere, iar G = ( Ji j) siG = ( g j)sunt matricele asociate formei g in cele doud
baze, atunciG’ = 'A-G - A.

3 Corolar 6.1. rang G =rang G'.

3 Definitia 6.5. Daca matricea G este nesingulard (respectiv singulard), atunci g se numeste

nedegenerata (respectiv degeneratd). Rangul formei biliniare g se defineste ca fiind rangul
matricei sale Intr-o baza oarecare a spatiului vectorial.

3 Teorema 2. O forma biliniara g : V XV — R, este simetrica (respectiv antisimetrica) daca
si numai daca matricea formei intr-o baza a spatiului este simetrica (respectiv antisimetrica).
O Definitia 6.2. Fie g : V XV — R, o forma biliniara. Se numeste nucleu al formei biliniare
g multimea: Ker g ={x € V:g(x,y) =0, pentru oricey € V}.

O Teorema 6.3. (teorema rangului) Fieg : V XV — R o forma biliniara simetrica. Atunci:

rang g = dimV — dim (Ker g).
O Exemple 6.1
1. Sa se demonstreze ca orice produs scalar real este o forma biliniara, simetrica si pozitiv
definita.
Solutie: Daca aplicatia (,): V X V — R este un produs scalar real, atunci se obtine:

(ax + By, z) = alx, z) + B(y, z)
(x,ay + Bz) = alx,y) + B{x, z)
oricare ar fi @ € R si pentru orice x,y,z € V sideci (,) este o forma biliniara.

Deoarece (x,y) = (y, x), oricare ar fi x, y € V, rezulta ca aplicatia ( , ) este si simetrica,
in plus (x,x) =0, pentru orice x€V si (x,x)=0 daca si numai daca
x = 0, deci aplicatia (, )este pozitiv definita.

2. In spatiul vectorial R* se considera urmatoarea forma biliniara:
g R*XR* >R, g(X, ) =2x1y1 + X2¥1 + XY, +3%3Y3 + X4 Y1 + X4 Vs,
oricare ar fix = (x1,%,,%3,%4),¥ = (¥1,¥2,V3,Vs) € R%.
i) Sa se scrie matricea lui g in baza canonica din R*.
i1) Sa se gaseascd matricea lui g in baza:

B ={,=(1,1,1,1),e,=(0,1,2,1),¢5=(0,1,1,0),¢, = (1,0,0,2)}
Solutie: 1) Deoarece matricea G, are componentele g;; = g(e_i, e_]-), i,j = 1,3, vom determina
aceste elemente folosind vectorii bazei canonice din R*

B ={e, =(1,0,0,0),e, =(0,1,0,0),&5 = (0,0,1,0),e, = (0,0,0,1)}.
Astfel, pe de o parte g, = g(&;,€,), iar pe de altd parte, inlocuind in expresia formei
biliniare g
g, y) =2x1y1 + %Y1 +X2¥2 +3x3Y3 + X4y + X4V
avem
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9@e) = g (awg):@wg)

X1 .. X Vi o Va )

= 2x1x14+1*0*1+1*x0x0+3+x0x0+1+x0*x1+1*x0x0=2

deci g1; = 2.
Continuand rationamentul, avem g, = g(é;, &) respectiv

ge, ) =2%1%x0+1+x0x0+1%0+x1+3*x0%x0+1x0+x1+1%x0%0=0,
deci g1, = 0.
Vom aplica acest rationament si pentru g,; = g(é,,€;). Avem

ges,e) =2%0%x1+1x1x1+1%1+x0+3%x0%x0+1x0+x1+1%x0%0=1,
deci g,; = 1.

Se obtin in final componentele matricii G
911 =2,021=1,0922=1,0933=3,041 =1, gsa =1

restul coeficientilor fiind nuli. Astfel, matricea lui g in baza B este:
2 0 0 O

(11 0 0
G=l0 0 3 o
100 1

Mai mult, daca se considera expresia generala forme biliniare

4 4
gxy) = Zgijxi Yj
i=1 j=1

= guX1Y1t g2X1Y2 + -t GaaXa Ya
si se identifica coeficientii din expresia formei biliniare g
9, y) =2x1y1 + X201 +x2y2 +3x3y3 + x4y + X4 ),
se obtine

911 = 2,921 = 1,922 = 1,933 = 3,941 = 1, 9ua

_OR N
cCor O
owo o
= OO0 O

restul coeficientilor fiind nuli. Cu alte cuvinte, matricea asociata este G = (

Comparand cele doud matrici se constatd cd sunt identice. Prin urmare, daca este vorba de
baza canonica, matricea G se poate determina prin identificarea coeficientilor din expresia
lui g din enunt.

i1) Matricea de trecere de la baza canonica B la baza B’ este

1 0 0 1
_[1 1 1 0
5={1 21 of

1 1 0 2
9 8 4 6
. . Y ) o t . . _ 10 14‘ 7 4’

Matricea lui g in baza B’ este G’ = S-G-S= s 7 4 1)

6 2 0 8
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6.2. Forme patratice. Reducerea la forma canonica

Fie V un spatiu vectorial real si g : V X V — R o forma biliniara simetrica.

3 Definitia 6.7. Se numeste formd patraticd asociatd lui g, functiah : V - R, h(x) = g(x,x),
oricare ar fi x € V; g se numeste forma polarda sau forma dedublatd a lui h. Daca g este pozitiv
definita (negativ definitd), atunci forma patratica h se numeste pozitiv definiti (negativ definita),
adica h(x) > 0, pentru orice x # 0; h(x) = 0 daca si numai dacd x = 0 (analog pentru negativ
definita).

3 Observatia 6.2 Forma polard g a formei patratice h este data de relatia

9x3) = 5 hGx +3) — hGx) — h)]
oricare ar fix,y € V.
O Exemple 6.2
in spatiul euclidian (R?, (,)) cu produsul scalar uzual, se di forma patratica:
h(x) = 3(xy)? + 10x;x, + 3(x,)?, pentru X = (x1,x;) .
Sa se determine forma polard g a formei patratice h.
Solutie: Folosind expresia formei pétratice, obtinem:

h(f) = 3(x1)2 + 10x1x2 + 3(x2)2
h@) = 3(1)*+10y1y, +3(y2)°
respectiv
h(x+y) = 3(x;+y1)?4+100x; +y1)(xp +y2) + 3(x, + ¥,)?

= 3(x1)2 + 6x1y1 + 3(y1)2 + 10xle + 10x1y2

+10y1x; + 10y1y, + 3(y1)? + 6y1y; + 3(y2)*
Astfel, utilizand expresia polarei unei forme patratice,

1
g(x,y) =5 [h(x +y) = h(x) — h(¥)]

avem
1
glx,y) = 5{3(351)2 + 6x1y; + 3(y1)* + 10x,x, + 10x1y, + 10y;x, + 10y, y, +
= 43007 + 631y, + 300 — [360)7 + 10x,3, + 3()? -
—3(y)* + 10y,y, + 3(3’2)2}
sau

1
glx,y) = 5(6351)’1 + 10x,y, + 10y;x, + 6y1y5)

= 3x1Y1 + 5x1Y, + 5y1%; + 3y, Y.

3 Definitia 6.8. Matricea G = (gl- j) €M, (R) atasata formei biliniare simetrice g se numeste
matricea atasata formei pdtratice h.

3 Definitia 6.9. Se numeste formd canonicd a unei forme pdtratice h : V - R, dimV = n, orice
scriere a sa intr-o bazd a lui V, de forma h(x) = ¥, giix; % cu g;; € R si nu toate neaparat nenule.
0 Observatia 6.3. In aceasti bazi, matricea atasata formei patratice este o matrice diagonala.

O Teorema 6.4. (de reducere la forma canonica) Fie V un spatiu euclidian, dimV =n §i
h : V — Roforma patratica pe V. Atunci exista o baza ortonormata B’ C V, astfel incat matricea
asociata formei patratice h sa fie diagonala, adica in care h sa aiba forma canonica.
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3 Observatia 6.4. Baza B’ este compusd din versorii proprii ai matricei G, iar elementele
diagonale ale matricei G’ sunt tocmai valorile proprii (nu neaparat distincte) ale matricei G. Din
acest motiv, metoda de reducere la forma canonica continuta in aceastd teorema se numeste
metoda valorilor proprii.

O Teorema 6.5. (metoda lui Gauss) Daca h : V — R, unde V este un spatiu vectorial real,
dimV = n, este o forma patraticd pe spatiul V, iar B = {e, ,e,, ..., e, } este 0 baza in V, fata

de care h(x) = X1, X/=1 gij  X; - X; astfel incdt G = (9ij) # On( O, - matricea nuld), atunci
existi o bazi B ={e'y,e'5,..,e'n} in V, in care, h(x) = Y119 (x";)*unde x =
=1 X €
O Teorema 6.6. (metoda lui Jacobi) Fie V un spatiu vectorial real, dimV =n, h:V - Ro
forma patratica, B = {e;,e,, ...,e, } 0 baza oarecare fixata in V, fata de care h(x) =
=12 j=19ij * X;i " xjunde g;; = g(ei , € ) g fiind polara lui h. Daca numerele reale
911 Y12

A1= 911, Ap= G921 g22|’ .., A, = detG

(adica determinantii diagonali ai matricei simetrice asociate lui h) sunt nenuli, atunci exista o
baza B' ={e';,e',,...,e', }alui V, fata de care h are forma canonica
’ A )
h(x) = Tiy "= (x)?

unde x = Y- x';€';si Ay = 1.
O Exemple 6.3
1. Sa se scrie forma patraticd definitd de forma biliniara simetrica

. R2 = 5 —

g:R >R gEY) =x1y1 + X292 +x3Y3 +2x1y; +2xY1 +x1Y3 + X34
si sd se determine rangul ei.
Solutie: Deoarece h(x) = g(x, X), se obtine
h(f) = (xl)z + (xz)z + (X3)2 + 4x1x2 + 2x1X3.

Rangul formei pétratice fiind rangul matricei acesteia in baza canonica, tindnd cont ca matricea

1 2 1
lui g este G = (2 1 O), rezultd cdarang h =rang G = 3.
1 0 1

2. In spatiul euclidian (R?,(,)) cu produsul scalar uzual, se da forma patratica:
h(x) = 3(x;)? + 10x;x, + 3(x,)2.
Sa se reduca h la forma canonica, folosindu-se metoda valorilor proprii.
Solutie: Matricea simetrica G atasata formei patratice h in baza canonica
B = {e'1_= (1,0),e, = (0,1)}
este G = (gl-j),gl-j = g(e'l-, e'j), i,j =1,2.
Expresia generala a formei patratice h este

h(x) = Z 9ijXi X;

= 911(x1)% + 291221 X5 + g22(x2)?
iar prin identificarea coeficientilor din expresia formei patratice g
h(f) S 3(x1)2 + 10x1x2 + 3(x2)2
se obtine
911 = 3,2912 =10 = g1 = 2 = g31,922 = 3

(3 5
G = (5 3).
Polinomul caracteristic al matricei G este:
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P(a) = det(G — al,)

unde

_(3 5 1 0y_(3—-a«a 5
6-ak=(5 3)-ap 1)=05% 32,)
astfel polinomul P va avea expresia
_ 3—a 5 _ _ 2 _ _ 2 _ _
P@="7" .2 |=B-a?-25=a’~6a-16.

Valorile proprii, (radacinile polinomului caracteristic), sunt solutii ale ecuatiei
caracteristice

P(a)=0saua?—6a—16=0
cusolutia @y = 8, a, = —2, deci forma canonicd a formei patratice h este

h(x) = 8(x'1)* — 2(x"5)?,
. 8 0
cu matricea G’ = ( )
0 -2
Pentru a determina o baza in care are loc aceastd forma canonica este necesar sa se
determine subspatiile proprii asociate valorilor proprii(a se vedea capitolul Transformari
liniare).
Pentru a; = 8 se obtine subspatiul propriu Vg = {¥ = x,(1,1)|x, € R}, din care se
- A _, 11 .
extrage vectorul &’; = (1,1) avand versorul &’; = (ﬁ’ \/_E)‘ Analog, pentru @, = —2 se obtine
subspatiul propriu V_, = {X¥ = x,(—1,1)|x, € R}, din care se extrage vectorul &', = (—1,1)
5 7 = (22 L
avand versorul &’, = ( 5 \/E)'

Matricea de trecere de la baza canonicad B la baza B’ = {e’{, &’,} este:

i
_[V2 V2
S_ii'
V2. 2

3. In spatiul euclidian (R3, , )) cu produsul scalar uzual, se di forma patratica:
h(x) = 2(x3)? + 4x,x, — 8x1X5 — 4x,X5.
Sa se reducd h la forma canonica, folosindu-se metoda valorilor proprii.
Solutie: Matricea simetrica G atasata formei patratice h in baza canonica
B =1{e; =(1,0,0),é, =(0,1,0),e; = (0,0,1)}

0 2 -4
este G = (gij), 9i; = 9(€:,€),i,j = 1,3 adica G = ( 2 2 —2).
-4 -2 0

Polinomul caracteristic al matricei G este:

—a 2 -4
Pla)=det(G—al;)=|2 2—a -2|=ala+4)(a—-6).
-4 -2 -«
Valorile proprii sunt: @y = —4, a; = 0, a3 = 6, deci forma canonica a formei patratice h este

h(x) = —4(x'1)* + 6(x'3)%,
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-4 0 0
cumatriccaG' = 0 0 0.
0 0 6

Pentru a determina o baza in care are loc aceasta forma canonica este necesar sa se determine
subspatiile proprii asociate valorilor proprii.
Pentru a; = —4 se obtine subspatiul propriu V_, = {a(1,0,1) | a € R}, din care se extrage

)

vectorul &; =(1,0,1) avand versorul ¢&’; = (\/%, 0, \/%) Analog se obtin
—'_(_iii)—'_(ii_i)
2= \"www/rtT\Bn T B

Matricea de trecere de la baza canonicad B la baza B’ = {e’,,&’,, &’3} este:

L 1

Z V% B
A=lo £ =
= NG
L 1

zZ V% %

4. Utilizand metoda lui Gauss sa se reduca la forma canonica urmatoarele forme patratice:
a) h:R2?- R h(x) = (x1)? + 6x,x, + 2(x,)?; pentru orice X = (x;,x, ) € R?;
b) h:R3 - R A(X) = (x1)% + (x3)? + 3(x3)? + 4x,x, + 2x,x3 + 2x, X5, pentru orice
x = (x1,x,,x3) ER3
pentru orice ¥ = (x;,%,,x3 ) € R3 si sd se determine baza corespunzitoare acestei forme
canonice.
Solutie : a) Din primii doi termeni, (care il contin pe X, ), folosind formula
(a +b)? = a? + 2ab + b?
se construieste un patrat
(x1)% + 631, = (%)% + 6x1%, + 9(x2)* — 9(x2)* = (1 + 3x2)% — 9(x3)?
de unde, prin Inlocuire, se obtine
h(X) = (%1 +3x2)% = 9(x2)% + 2(x2)% = (x1 +3x2)% — 7(x)* .
Efectuand schimbarile de coordonate
{x'1=x1+3x2 X1 =1%x;+3xx,

, hival t{,
Xy =Xy cchtvaien x2=0*X1+1*xZ

=G DG

X' 0 1/\xz2/°

acestea sugereaza alegerea unei baze B’ = {e’y, &', } astfel incat
X = x'le_'l + x'ze_'z

sau , in exprimare matriceala,

in care expresia lui h devine
NN » N2
h(x) = (x'1)* = 7(x'3)
adicd h este redusa la forma canonica.
X'y

X
Deoarece X' = S71X, unde X' = (x' ),X = (x;) iar S este matricea de trecere de la

2
baza B la baza B’ (a se vedea capitolul Spatii euclidiene) rezultd ca inversa matricii S este
iar matricea S este § = (1 _3).

G
0 1

Deoarece coloanele matricei S contin componentele vectorilor din baza B’ relativ la baza B
(B fiind baza canonica), rezulta ca baza corespunzatoare formei canonice a lui h este:
B ={e, =(1,0)e,=(-31}
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b) Pentru a reduce la forma canonica forma patratica h, se rescrie expresia acesteia grupand
termenii lui h astfel
h(x) = (x1)? + 4x1x, + 2x1%5 + (x3)? + 3(x3)? + 2x,x3,
adica se vor trece pe primele pozitii termenii care il contin pe x;.
Din primii trei termeni, folosind formula
(a+b+c)? =a?+ b*+c? + 2ab + 2ac + 2bc
se construieste un patrat

()% + 4xyx, + 23163 = ()% + 4xyx, + 2x7x3 + 4(x)% + (x3)? + 4x,%5
—4(x2)2 - (x3)2 —4xyx5

= (1 + 235 + x3)% — 4(x2)% — (x3)% — 4x,x3
de unde, prin Inlocuire, se obtine
h(f) = (x1 + 2x2 + X3)2 - 3(x2)2 + 2(x3)2 - 2x2x3 .

Efectuand schimbarile de coordonate
x'1 = x1 + 2x2 + X3

X4 1 2 1\ /%1
X'y =Xy echivalent | x, |=(0 1 0][X2],
x’3 = x3 X'3 0 0 1 x3

acestea sugereaza alegerea unei baze B’ = {€’;,&’,, &5} astfel incat
X = xlle_’l + xlze_’z‘l'x,ge_,g
in care expresia lui h devine
=\ __ ) 2 ) 2 ) 2 ) )
h(x) = (x'1)° = 3(x'2)* + 2(x'3)" — 2x',X';.

x'1 X1
Deoarece X' = (§) X, unde X' = <x'2> X = (xz>, 1ar S’ este matricea de trecere de
x'3 X3
la baza B la baza B’ (a se vedea capitolul Spatii euclidiene), inversa matricii S’ este

1 2 1
) t= <O 1 0).
0 0 1

Continuand procedeul pentru grupul —3(x';)? + 2(x’3)? — 2x’,x’3 din expresia lui

h(x) folosind formula
(a + b)? = a? + 2ab + b?
avem
1
_3(x’2)2 + 2(x,3)2 - zx’zx’3 = _3 (x,Z + §x,3) + _(x,3)2
adica
2
h(®) = (¢1)? =3 (xy +3x5) +2(5)2

Efectuand schimbdrile de coordonate

X1 =X x4 1 O
1 . )
X'y =x"y+ gx'3 echivalent| x’, | =10 1
x”3 = x'3 X3 0 0
acestea sugereaza alegerea bazei B ” = {€”1,€",,€";} astfel incat
x— —_ xﬂle—lll + x"2 e—”z + xllge—llg
in care expresia lui h devine

h(®) = (¢"1)? = 3(x"2)% + 2 (x"3)

_ Wik o
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R wlkr O

1 0
Matricea de trecere S” de la baza B’ 1a baza B” are inversa (§”)"1=(0 1
0 0

In baza B” expresia lui h devine
h(®) = (")) = 3(x"2)? + 2 (x"3)?
adica h este redusa la forma canonica. Matricea de trecere S de la baza B la baza B” este:

1 -2 !
3
§=85-5"= 0 1 1
)
0 O 1
(a se vedea Observatia 6 din Capitolul Spatii vectoriale).

Deoarece coloanele matricei S contin componentele vectorilor din baza B” relativ la baza B
(B fiind baza canonica), rezulta ca baza corespunzatoare formei canonice a lui h este:

— — — 1 1
B’ = {e”l = (1,0,0),e”, = (-2,1,0),e"; = (—;,—;, 1)}
5. Se da forma patratica:
h(x) = 5(x1)% + 6(x,)? + 4(x3)? — 4x;x, — 4x;x3.
Utilizand metoda lui Jacobi sa se reduca h la forma canonica.
Solutie: Matricea simetrica G atasata formei patratice h In baza canonica
B ={e; =(1,0,0),&, = (0,1,0),e; = (0,0,1)}

5 -2 =2
este G = (gij), 9i; = 9(€:,€),i,j = 1,3 adica G = <—2 6 0 )
-2 0 4
Determinantii diagonali sunt

c 5 -2 -2
A= 1, Af=5,A2=|_2 6|==26,A3= —2 6 0|=s80.
2 0 4

Toti acesti determinanti sunt nenuli §i pozitivi. Forma canonica a lui h este
RE) = 50 G007+ 3 W) + 2205 = 5 )2 o ()7 + o (6 )
unde ¥ = x', &, + x',&,+x’3&; € R®,iar noua bazd B’ = {&’';, &’,, '3} se construieste de forma:
€'1 =016
{ €'y = 0316 + a6,
€'3 = 3161 + A326; + A33€3
cu conditia ca
g(@;,6)=01<j<i<3
sig(e;,e)=1,i=13 iar g;; = g(€;,€; ) sunt elementele lui G.
Rescriind cele de mai sus, avem:
9(6_11,_?_1)_: a11911} Sy = 1
ge,e) =1 5
9(€'2,81) = az 1911 + az2912
g(e_'Z' e_l) =0 1
o = Q1 = 73,022 =
9(€'2,83) = az1921 + a22922
g(€2,8) =0 J
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g(€'3,81) = az1911 + A32912 + A33913)

g(€se)=0
9(€'3,8,) = az1912 + A32922 + 33923 _3 _1 _13
) _ [ = Q3; = =,033 = =,033 = .
gle'y,e) =0 20 20 40
g(€'3,83) = az1g13 + az2923 + A33933
g(€'s,e3) =0 J
Cu aceste rezultate, relatiile de legatura dintre vectorii noii baze si a celei vechi sunt:

o 1_ 1 _ 5 _ 3 _ 1 _ 13 _
e,=-e,6,=—€e+—e,,eq=—e;+—e, +—e;.
17 5"1r= 27 371 T 5672773 7 5971 T 5972 Ty 73

6.3. Clasificarea formelor patratice. Signatura

Fie V un spatiu vectorial real, dimV =n, h:V — R o forma patratica si G = (gl- j),
GEM,(R), (gi = g(ei )€ )) matricea asociatd formei Intr-o baza ortonormata fixata in V,

B ={e,,e,,...,e, }. Prin metoda transformarilor ortogonale se poate determina o matrice
ortogonald A, astfel incat din relatia X = AY se obtine forma canonica: h(x) = Y-, o; (y;)?,
unde a4, ..., a,, sunt valori proprii reale (si eventual nule) ale matricei G. Printr-o renumerotare
convenabild se poate presupune cd oy, ..., & > 0 §1 Appq, ..., 0 < O unde r >0, s > 0 si
r+s<n

Din definitia rangului unei forme patratice, rezulta ca acesta este r + s prin urmare, daca
r + s < n forma patratica este degenerata.

3 Definitia 6.10. Numarul natural r se numeste indexul pozitiv al formei patratice h, numarul
natural s se numeste indexul negativ al formei patratice, iar perechea (r,s) se numeste
signatura formei patratice.
3 Propozitia 6.1. Fie V un spatiu vectorial, n-dimensional si h : V — R o forma patratica.
Atunci h este pozitiv definita daca si numai daca rang(h) = n si signatura este (n,0) (adica
indexul negativ este nul), iar daca signatura este (0,n) (altfel spus indexul pozitiv este nul),
forma este negativ definita.

Un criteriu care sa ofere conditii necesare si suficiente pentru ca o forma patratica data sa
fie pozitiv-definitd (respectiv negativ-definita) este dat de teorema:
O Teorema 6.7. (criteriul Sylvester) Fie V un spatiu vectorial real, dimV =n,h:V - R o
forma patratica si G = (gi ]-) matricea atagata formei patratice in raport cu o baza a spatiului.
Forma patratica h este pozitiv definita (respectiv negativ definita) daca si numai daca toti
minorii diagonali

gdi1 912
A1=g11, DAr= g1 gzz|, .., Ap=detG

sunt strict pozitivi (respectiv (—=1)¥A,> 0, oricare ar fi k = 1,n).
O Exemple 6.4
Sa se determine signatura formei patratice
h: R3 4 R, h(f) = 5(x1)2 + 6(x2)2 + 4‘(X3)2 - 4x1x2 - 4‘x1X3 .

Solutie: Utilizand metoda lui Jacobi, o expresie canonica a formei patratice h este,
conform Exercitiului 6.3.5.

) AO ) Al ) AZ ) 1 ) 5 ) 13 )

h(x") :A_l(x1)2 +A_2(x2)2 +A_3(x3)2 :g(x1)2 +%(x2)2 +E(x3)2

rezultd ca indexul pozitiv este r = 3 si indexul negativ este s = 0, de unde signatura formei
patratice h este (3,0), adica h este pozitiv definita.
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Acelasi rezultat se obtine utilizand criteriul Sylvester, deoarece toti minorii diagonali sunt
strict pozitivi.

Aplicatii propuse

01 A6.1 Fie forma patratici h: R? - R?, h(%X) = (x1)% + (x3)? +4x,x,, ¥ = (x1,x,). Sd se
determine forma canonica a lui h utilizand metoda lui Gauss.

0 A6.2 Fie forma patraticd h: R - R, h(X) = (x1)? — 2(x3)? — 4x,x,, ¥ = (x4,%,). Si
se determine forma canonica a lui h utilizind metoda lui Gauss.

0 A6.3 Fie forma pitraticd h: R3 - R3, h(X) = (x1)? + (%)% + (x3)? + 4x1x, + 2%, %3,
X = (xq,x5,x3). Sa se determine forma canonica a lui h utilizind metoda lui Gauss.

01 A6.4 Fie forma pitratici h: R? - R?, h(X) = (x1)? — 2(x3)? — 4x,x,, ¥ = (x1,%x,). S
se determine forma canonica a lui h utilizidnd metoda lui Jacobi.

1 A6.5 Fie forma patratici h: R? - R?, h(%X) = (x1)% + (x3)? +4x,x,, ¥ = (x1,x,). Sd se
determine forma canonica a lui h utilizind metoda lui Jacobi.

01 A6.6 Fie forma pitraticd h: R3 - R3, h(X) = (x1)? + (x2)? + (x3)? + 4x,x, + 2x,x3,
X = (xq,x5,x3). Sa se determine forma canonici a lui h utilizand metoda lui Jacobi.

0 A6.7 Sa se determine polara formei patratice:
a) h:RZ 4 RZ, h(f) = (xl)z + (xZ)Z +4x1x2, X = (xl, xz)
b) h:R* — R% h(X) = (x1)® — 2(x2)* — 4x1%2, X = (X1, %p).
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7.1. Concepte de optimizare matematica

O Definitia 7.1: Se spune ca este definita o problemi de optimizare sau de programare

matematica daca se cere determinarea valorii maxime (sau a valorii minime) a unei functii de

una sau mai multe variabile, care sunt supuse unui anumit numar de conditii sau restrictii.
Forma generala a unei probleme de optimizare sau programare matematica este:

[opt]f = f(x)
gx)sb (7.1)
x = (x,x5, ..., X,) ED S R"

unde:

* [opt] € {min; max} reprezintd cerinta de optimizare (maximizare sau
minimizare) a functiei f;

= feste o functie de n variabile si se numeste functie obiectiv (sau functie cost sau
functie profit, conform tipului de problema studiat);

* g=1(91,92 -, 9m) este un vector de m functii g;:D - R,i = 1,m;

» b = (by,b,, ..., by) este un vector de m valori reale;

» g(x) S b reprezinta restrictiile sau conditiile problemei de optimizare, (semnul
inseamnd semnul <,ori >, ori <,ori <, ori 2);

*  Domeniul D € R" (adesea D € R.", adicd x > 0) reprezinti restrictiile de semn
ale variabilelor problemei de optimizare si sunt necesare datoritd caracterului
economic real al variabilelor (d.p.d.v. strict matematic putem rezolva si
problemele in care aceste conditii nu apar).

O Definitia 7.2: Orice solutie a sistemului de restrictii g(x) S b se numeste solutie
admisibila (sau solutie posibila sau program) a(l) problemei de optimizare (7.1).
Multimea solutiilor admisibile sau posibile se noteaza cu:

X, ={x€D:glx) s b}. (7.2)

O Definitia 7.3: Orice solutie admisibild a problemei de optimizare (7.1), care optimizeaza
(maximizeaza sau minimizeaza) functia obiectiv f se numeste solutie optima.
Multimea solutiilor optime se noteaza cu:

Xo = 1%, € D: f(x,) = [opt]ft. (7.3)
XEXq

O Definitia 7.4: Se spune ca multimea solutiilor admisibile X, (si respectiv multimea solutiilor
optime X,) este:
(1) discreta, daca este finita sau cel mult numarabila;
(2) continua (sau de puterea continuului), daca nu este numarabila.
O Definitia 7.5: Se spune ca o problema de programare matematica este:
(1) cu variabile discrete, daca multimea solutiilor admisibile Xa (si respectiv multimea
solutiilor optime X,) este discreta;
(2) cu variabile continue (sau de puterea continuului), daca multimea solutiilor admisibile
Xa (s1 respectiv multimea solutiilor optime X,) este continua.
Din definitiile anterioare rezulta ca:
=  problema de programare matematica (7.1) are optim finit unic, daca X, contine
un singur element x° si daca f{x°) este un numar real finit;
= problema de programare matematica (7.1) are optim finit multiplu, daca X,
contine cel putin doua elemente, pentru care f ia valori reale finite.
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O Definitia 7.6: Se spune ca o problema de programare matematica este:
(1) determinista, daca toate elementele sale (functia obiectiv si restrictiile) sunt definite in
mod determinist, fara a utiliza concepte din teoria probabilitatilor;
(2) probabilista sau stohastica, daca cel putin unul din elementele sale (functia obiectiv
sau restrictiile) sunt definite utilizandu-se concepte din teoria probabilitatilor.
O Definitia 7.7: Se spune cé o problema de programare matematica este:
(1) liniara, daca toate elementele sale (functia obiectiv si restrictiile) sunt definite prin
relatii liniare;
(2) neliniara, daca cel putin unul din elementele sale (functia obiectiv sau restrictiile) sunt
definite prin relatii neliniare.

7.2 Probleme de programare liniara

O Definitia 7.8: Se spune ca o problema de programare liniara (PPL) este definita sub
forma canonica extinsa, daca este scrisa sub forma:

[max]f = ¥ji-1¢x;

Z;-lzl al-jx]- < bi' 1= 1,m (74)

xj =0 j=1n

pentru o problema de maxim, respectiv sub forma:
[min]f = ¥7.1 ¢jx;
Yi=1aijX; = by, i=1m, (7.5)

xj =0 j=1n

pentru o problema de minim.
O Definitia 7.9: Se spune ca o problema de programare liniara (problema PPL) este definita
sub forma vectoriala, daca este scrisa sub forma:

( n
[min/max]|f = z CiX;

J

.
ajxj § Qg ] = 1,7’1
j=1
LXj =0
unde
a, = (a7 Az .. am)t,a, = (12 QA2 - Am2)7, ..
a, = (n Aan - amn)’, ag = b.

O Definitia 7.10: Se spune ca o problemad de programare liniara (problema PPL) este
definitd sub forma canonica matriceala, daca este scrisa sub forma:

[max]f = cx
{AE <b ) (7.6)
x>0

pentru o problema de maxim, respectiv sub forma:
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[max]f = cx
AX>Db , (7.7)
x>0
pentru o problema de minim, unde:

»  x = (xq,Xy,...,X,) este vectorul variabilelor a PPL;

» ¢ =(cy,Cy ..., Cp) este vectorul coeficientilor functiei obiectiv a PPL;

» b = (by, by, ..., by) este vectorul termenilor liberi ai restrictiilor a PPL;

= A= (al- j)i=1,—mj=ﬁ este matricea coeficientilor restrictiilor PPL;

» X = xTeste vectorul coloani obtinut din vectorul x, transpus.
Din definitiile anterioare se observa ca in forma canonicd a problemei de programare
liniard, restrictiile apar sub forma de inegalitati.
O Definitia 7.11: Se spune ca o problemi de programare liniard (PPL) este definita sub
forma standard, daca restrictiile apar sub forma de egalitati.
Atunci, forma standard matriceala a PPL va fi:

[max]f = cx
{Af =b ; (7.8)
x>0

pentru o problema de maxim, respectiv:

[min]f = cx

x=0
pentru o problema de minim.
O Observatia 7.1: Formele (7.6), (7.7), (7.8), (7.9) ale unei probleme de programare liniara
sunt echivalente daca tinem seama de urmétoarele:

1. Sensul unei inegalitéti se schimba prin inmultirea cu —1;
2. O inecuatie de forma }7_; a;;x; < b;, poate fi scrisi ca o ecuatie }.7_; a;;x; + x¢; = b;,
prin adaugarea unei noi variabile (numita variabild de compensare), x¢; = 0 ;
3. O inecuatie de forma }7_; a;;x; = b;, poate fi scrisa ca o ecuatie }.7_; a;;x; — x¢; = b;,
prin scaderea unei noi variabile de compensare, x¢; = 0 ;
4. O ecuatie poate fi scrisd ca doud inecuatii de semn contrar ;
5.  Problemele de maxim pentru functia f pot fi reduse la o problema de minim pentru
functia f' = —f; cualte cuvinte, in cazul unei functii (forme) liniare de tipul f = }7_, ¢;x;
are loc egalitatea :

(max)f(x) = — (min)(— f(x)) = —(min)f'(x)pentru (V)x € R"

Avand in vedere cele de mai sus, in continuare ne vom ocupa numai de probleme aflate sub
forma standard cu cerinta de minima pentru functia obiectiv.

7.3 Multimi convexe

Fie multimea (spatiul vectorial) R™ si M o submultime nevida a sa.
0 Definitia 7.12: Multimea M se numeste convexa daca (V) x;,x, € M si (V) A € (0,1)
avem:
x=Ax;+(1—-Dx, €M. (7.10)
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O Definitia 7.13:. Un element (vector) x al multimii convexe M se numeste punct extrem
sau varf al multimii M, daca nu existd x; # x, € M sinu exista A € (0,1) astfel incat

x =Ax; + (1 — Dxs.
In caz contrar, elementul se numeste punct interior.

O Definitia 7.14: Numim combinatie liniard convexa a elementelor (vectorilor) x; € M,i =
1,m o expresia:

erril /L-xi cu Z:Zl Ai = 1,).1' € [0,1] (711)
O Observatia 7.2: Se poate demonstra ca orice punct interior se poate scrie ca 0 combintie
liniard convexd de punctele extreme ale multimii convexe; de asemenea, conform definitiei
7.12, un varf (punct extrem) al unei mul imi convexe nu poate fi scris ca o combinatie liniar
convexa de puncte interioare multimii.

7.4 Solutiile unei probleme de programare liniara (PPL)

Pentru a analiza solutiile PPL, vom considera forma standard matriceala:

[opt]f = cx
Ax=b (7.12)
x=0

O Definitia 7.15: Se numeste solutie admisibila (sau solutie posibild sau program) a(l)
problemei de programare liniard (7.12) orice solutie care satisface sistemul de restrictii AX =
b, precum si restrictiile de semn x > 0.

Multimea solutiilor admisibile sau posibile pentru PPL se noteaza cu:

X,={x€eR,"AX=b,x > 0}. (7.13)
O Teorema 7.1: Multimea X, este o multime convexa.

O Definitia 7.16: O solutic admisibild a problemei de programare liniara (7.12) se numeste
solutie admisibila de baza daca satisface urmatoarele conditii:
(1) are cel mult m componente strict pozitive, iar celelalte sunt zero;
(2) coloanele matricei A corespunzdtoare componentelor strict pozitive sunt vectori liniari
independenti.
O Observatia 7.3: Multimea solutiilor admisibile de baza o vom nota cu Xy, si este o multime
finitd deci evident, nu este o mulfime convexa.
O Definitia 7.17: O solutie de baza a problemei de programare liniara (7.12) se numeste:
(1) nedegenerata, daca are exact m componente strict pozitive;
(2) degenerata, daca are mai putin de m componente strict pozitive.
O Exemplul 7.1: Fie problema de programare:
(minf = 2x; + x, + 2x,
X1+ 2x, +x3=2
2X1 — Xy +2x3+ x4 =4
. x=0.
In baza definitiilor 7.15 si 7.16 se constata ca:

5 ) e
X1 = G’%’E’E) este solutie admisibila
x, = (0,1,0,5) este solutie admisibila de baza nedegenerata
x3 = (0,0,2,0) este solutie admisibila de baza degenerate

x4 = (1,0,1,0) este solutie admisibild, dar nu este de baza. O
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O Teorema 7.1: Orice solutie admisibila de baza a unei probleme de programare liniara, este
un punct extrem al multimii solutiilor admisibile X, si reciproc, orice punct extrem al mulfimii
solutiilor admisibile este o solutie de baza a problemei de programare liniard, cu alte cuvinte
are loc:
x € X,p © x € X, x punct de extrem.

Vom presupune, in continuare, fara a restrange generalitatea, ca primele m componente
ale lui x sunt componente bazice (B), iar celelalte componente nebazice (S). Rezulta
partitionarea matricei A respectiv a vectorilor x si ¢ de forma:

A= (BS), x = (xB,x%) si c = (cB, ¢%),
Atunci problema de programare liniard se va scrie:
[opt]f = cBxB + c5x5
Bx® +Sx°=b , (7.14)
x=0
O Definitia 7.18: Orice solutie admisibila a problemei de programare liniara (7.10), care

optimizeaza (maximizeaza sau minimizeaza) functia obiectiv f se numeste solutie optima.
Multimea solutiilor optime pentru PPL se noteaza cu:

X, =14{x, € X,: cx, = [opt] cxt. (7.15)

XEXq

O Teorema 7.2: Daca o problema de programare are o solutie optima finita, atunci exista un
punct extrem al multimii solutiilor admisibile X, In care functia obiectiv ia aceeasi valoare,
adica:
min f(x) =y, € R (finit) = ()x € Xy, al. f(x) = y,. (7.16)
Vom determina, in temele urmatoare, optimul problemei de programare liniara prin doua
metode:
=  Metoda grafica;
=  Metoda simplex.

7.5 Probleme de programare liniara duale

Pentru fiecare problema de programare liniarda vom defini problema duala
corespunzatoare. Fie x si ¢ vectori n —dimensionali, b si y vectori m-dimensionali, iar A o
matrice m X n.

O Definitia 7.19: Se spune ca problema de programare liniara duala pentru problema de
programare liniard de maximizare:

[max]f = cx
AX<b , (7.17)
x=0

este, prin definitie problema de programare liniara de minimizare:
[min]lg = yb
yA=c . (7.18)
y=0
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O Definitia 7.20: Problema de programare liniara (7.17) se numeste primala, iar problema de

programare liniard (7.18) se numeste duala.
Din definitiile de mai sus, rezultd ca duala dualei unei probleme de programare liniara

este chiar problema initiald data, adica duala dualei coincide cu primala.
Pentru a reprezenta problema de programare liniard primala si cea duald, vom utiliza

urmatorul tablou primal-dual:

f Xq X, X, g
V1 a; a Ain <b
V2 az1 az; aon <b,
Ym amq 457 Amn < bm

max = Cq = Cy = Cp min

Atunci rezultd urméatorul algoritm de lucru pentru a stabili problema duala:
1. Functia obiectiv a problemei duale se obtine din suma algebricd a produselor

elementelor yy, 5, ..., ¥, din prima si din ultima coloana a tabelului:
91 Y2 o Ym) = biys + byys + -+ by,

2. Restrictiile problemei duale se obtin din produsele elementelor y4,y,, ..., ¥, din
prima coloand cu fiecare din coloanele corespunzatoare variabilelor x4, x5, ..., Xy, :

(7.19)

az;y1 +apy, + o+ Gpiym = 1
A12y1 + A22Y2 + o+ QY 2 € (7.20)

A1nY1 + ArnY2 + et AmnYm = Cn

O Exemplul 7.2: Se considera urmatoarea problema de programare liniara de maximizare:

X1 +x, <4
4x1 + 2x, <12

L—x1+x2S1
x1=20,x,=20

J[max]f(xl'xz) =X; + X3

(a) Sa se determine problema de programare liniara duala;

(b) Sa de determine duala dualei.
Rezolvare: (a) Avem m = 3 si n = 2. Construim tabloul primal-dual:

f Xq X5 max
V1 1 2 <4
y, |4 2 <12
Va 01 1 <1
g >1 >1 min

Obtinem, aplicand relatiile (7.19) si (7.20), problema duala:

[min]g(¥1,¥2,¥3) = 4y, + 12y, + y3
yit+4y,—y3=1
2y + 2y, +y3 =1
V1 = 0,y2 = 0,y3 >0
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(b) Construim tabloul dual-primal, transpunand tabloul primal-dual. Rezulta:

g 1 Vo Y3 f
x |1 4 o1 > 1
x, |2 2 1 > 1

min <4 <12 <1 max

Obtinem, aplicand un algoritm similar celui anterior, functia obiectiv a problemei duala
a dualei din suma algebrica a produselor elementelor din prima si din ultima coloana a tabelului,
iar restrictiile din produsele elementelor din prima coloand cu fiecare din coloanele
corespunzatoare variabilelor y;, y,, y3:

X1 +x, <4
4x; + 2x, <12

L—x1+x2S1
x1=20,x,=20

J[max]f(xl'xz) =X; + X3

Am arétat astfel ca duala dualei coincide cu primala. O
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8.1. Regiunea admisibila

Metodele grafice de rezolvare a problemelor de programare liniara sunt aplicabile numai
pentru modelele de programare liniara cu douad variabile.

In general, solutia grafica a unui sistem liniar de inecuatii cu doua necunoscute (variabile)
este un domeniu de valori (un semiplan) numit domeniu (sau regiune) admisibil(a) ( a se vedea

Exemplul 1.6, respectiv 1.7).

Astfel, considerand inecuatia ax + by + ¢ < 0, cu restrictiile x,y >0, regiunea
admisibild se obtine prin metoda graficd reprezentand dreapta asociata de ecuatie ax + by +
¢ = 0 si considerdnd punctele situate pe si sub aceastd dreaptd din primul cadran. Daca
inegalitatea este strictd, atunci vom considera numai punctele situate sub dreapta data. Similare,
pentru inecuatia ax + by + ¢ = 0, vom considera punctele situate pe si deasupra dreptei
asociate.

O Exemplul 8.1: Sa se determine regiunea admisibild pentru inecuatia cu doud variabile
2x — 3y — 6 < 0, curestrictiile x,y = 0.

Rezolvare: Vom reprezenta grafic dreapta de ecuatie (d): 2x — 3y — 6 < 0. Pentru intersectia

acesteia cu axele avem:

y=20 2,5
(d) N Ox : { = B(0.2)
2x —6=0 ]
y=0 y=0
= { = { 1,5
2x =6 x =3
< A(3,0) M
Regiunea admisibila
x=0 05 A(3,0)
d)ynoy: { S
3y—6=0
0 T
X = 0 X = 0 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 35
{ S { < B(0,2).
3y = y =2 Figura 8.1. Regiunea admisibila pentru inecuatia

din Exemplul 8.1

Reprezentarea graficd a regiunii admisibile este redatd in Figura 8.1. Orice punct situat pe si
sub dreapta (d) din primul cadran va satisface inecuatia data. O
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8.2. Algoritm pentru rezolvarea prin metoda grafica a problemelor de
programare liniara

Pentru rezolvarea prin metoda grafica a problemelor de programare liniara vom aplica
urmatorul algoritm:

Pasul 1: Determinarea functiei obiectiv si a restrictiilor:
(1.1) Determinarea expresiei analitice a functiei obiectiv
lopt]f = f(x,¥).
unde opt este min (minim) sau max (maxim).
(1.2) Determinarea restrictiilor problemei:
( fiey) <0, (saufi(xy) = 0)
| f2(x,y) <0, (saufz(x,y) = 0)

fm(x,y) <0, (sauf,(x,y) = 0)
x=0
k y=0
Pasul 2: Determinarea componentelor regiunii acceptabile:
(2.1) Considerarea dreptelor de ecuatii:
(dy):fi(x,y) =0,
(dy): f2(x,¥) =0,
(dm): fn(x,¥) =0,
(2.2) Determinarea intersectiilor cu axele ale fiecarei drepte (dy): fi,(x,y) =0, k=1,m:
y=20 x=0
(di) N Ox : , (dp) N0y : ;
fr(x,0) =0 fi(0,y) =0
(2.3) Determinarea punctelor de intersectie dintre dreptele (dy), k = 1, m:
(dl) n (dl) - Mll(xll,yll), ey (dl) N (dj) =4 Ml](xl],yl]), el = 1,m - 1,] = 2, m.

Pasul 3: Reprezentarea grafica a regiunii admisibile:
(3.1) Reprezentarea grafica a dreptelor (d,), (d5), ..., (d,);
(3.2) Reprezentarea grafica a regiunii admisibile;
(3.3) Stabilirea punctelor de extrem (,,varfurilor”) ale regiunii admisibile:
O (0,0), Ml (xli }’1)' L Mn (xnr yn)
Pasul 4: Determinarea valorilor solutiilor admisibile si a solutiei optime:
(4.1) Determinarea valorilor solutiilor admisibile:
0(0:0) - f(0,0), Ml (xlf Y1) - f(xll Y1)1 ey Mn(xnl yn) - f(xn' Yn)a
(4.2) Determinarea solutiei optime:
[Opt]f = [Opt] {f(0,0), f(xlr Y1): f(xn; yn)}
O Exemplul 8.2: Sa se aplice algoritmul anterior pentru rezolvarea prin metoda grafica a
problemei de programare liniara:
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x+3y<6
x+y<4
Lx >0
y=0
Rezolvare: Vom aplica algoritmul descris anterior.
Pasul 1: Determinarea functiei obiectiv si a restrictiilor:
(1.1) Determinam expresia analitica a functiei obiectiv:

[max]f(x,y) = 2x +y;

J[max]f(x, y)=2x+y

(1.2) Determinam restrictiile problemei:
x+3y<6
x+y<4
x=0
y=0
Pasul 2: Determinarea componentelor regiunii acceptabile:
(2.1) Consideram dreptele de ecuatii:
(d):x+3y=6

(dy):x+y=4"
(2.2) Determinam intersectiile fiecarei drepte cu axele de coordonate:

x=0 x=0 y=20

(d)) N0y :; = { < P(0,2) (dy)NOx: { & P,(6,0)
3y=6 y=2 x=6
x=0 y=20

(dy) N0y : 5 < P;(0,4) (dy) N Ox : { & P,(4,0).
y=+4 x =4

(2.3) Determinam punctele de intersectie dintre dreptele (d,), (d,) rezolvand sistemul format
din ecuatiile celor doua drepte:

x+3y=6
x+3y=0 { y=1 y=1
(dl)n(dz):{ @%:}{ (:){ < P5(3,1).
Xx+y=4-(-1) a x+1=4 k=3

Pasul 3: Reprezentarea grafica a regiunii admisibile:

(3.1) Reprezentam grafic dreptele (d1) si (d2) (Figura 8.2);

(3.2) Reprezentam grafic regiunea admisibild. Deoarece consideram semiplanele situate sub
cele doua drepte, obtinem regiunea admisibila ca fiind aria hasurata din Figura 8.2.

4.5

P3(0,
d>)

4
3.5
3

2.5

P1(0,2

Ps(3,1

1
Regiunea admisibila
7100 ()
0(0; 0) P4(4, P2(6,0)
0 T T T T T

0 1 2 3 4 5 6 7



Figura 8.2

(3.3) Stabilim punctele de extrem (,,varfurile” sau” colturile) ale regiunii admisibile. Obtinem
punctele:

0(0,0), P,(0,2), P5(3,1), P,(4,0);

Pasul 4: Determinarea valorilor solutiilor admisibile si a solutiei optime:
(4.1) Determinam valorile solutiilor admisibile:
0(0,0) » f(0,0)=2-0+0=0
P;(02) > f(0,2)=2-0+2=2
P-31)->f(31)=2-3+1=7"
P,(40) - f(40)=2-44+0=38
(4.2) Determinam solutia optima:
[max]f(x,y) = 2x +y = [max]{f(0,0) =0,f(0,2) =2,f(3,1) =7,f(40)=8}=8. O

O Exemplul 8.3: Sa se aplice algoritmul anterior pentru rezolvarea prin metoda grafica a
problemei de programare liniara:

(Imin]f(x,y) =x +y

13x +2y >8

4 x+3y=>11

Lx >0

y=0

Rezolvare: Vom aplica algoritmul descris anterior.
Pasul 1: Determinarea functiei obiectiv si a restrictiilor:
(1.1) Determindm expresia analitica a functiei obiectiv [min]f(x,y) = x + y;

(1.2) Determinam restrictiile problemei:
3x+2y=>8
x+3y =11
x=0
y=0
Pasul 2: Determinarea componentelor regiunii acceptabile:
(2.1) Consideram dreptele de ecuatii:
(d1):3x+2y =8
(dy):x+3y =11
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(2.2) Determinam intersectiile fiecarei drepte cu axele de coordonate:

x=0 X =
(dy)Nnoy: { S { < P,(0,6)
2y =8 y
y=0 y
(dy) NOx: { = {
3x =8
x=0 11
(dy)Nnoy: < 11 S Ps (O,—)
3y=11  (y=%
y=0 y=0
(dy) N Ox : { &4 < P,(11,0)
x =11 x =11
(2.3) Determinam punctele de intersectie dintre dreptele (d,), (d,) rezolvand sistemul format
din ecuatiile celor doua drepte:

(d)n
3x + 2y =8|-(-1) 7
(dy): = Pi(0,
x+3y=11|-3 °
—3x—-2y=-8 |
3x+9y=33 Regiunea admisibila
7y=21 P5(0, %)
y=3 y=3
= 3
x+3-3=11 x =2
& P(2,3). 2]
N ()
Pasul 3: Reprezentarea grafica a | ‘P2(4’0) | P 4(11’0\
regiunii admisibile: 0 2 4 6 8 10 12
(3.1) Reprezentam grafic dreptele .
(dy) si (d,) (Figura 8.3); Figura 8.3

(3.2) Reprezentam grafic regiunea admisibild. Deoarece consideram semiplanele situate
deasupra celor doud drepte, obtinem regiunea admisibila ca fiind aria hasurata din Figura 8.3.
(3.3) Stabilim punctele de extrem (,,varfurile” sau” colturile) ale regiunii admisibile. Obtinem
punctele:
P1(0,6), P5(2,3), P4(1110)’
Pasul 4: Determinarea valorilor solutiilor admisibile si a solutiei optime:
(4.1) Determinam valorile solutiilor admisibile:
P;(0,6) » f(0,6) =0+6=6
P;(2,3) » f(23)=2+3=5
P;(11,0) -» f(11,0) =11+ 0 =11
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(4.2) Determinam solutia optima:
[min]f(x,y) = x +y = [min]{f(0,6) =6,(2,3) =5,f(11,0) = 11} = 5.

O
O Exemplul 8.4: Sa se aplice algoritmul anterior pentru rezolvarea prin metoda grafica a
problemei de programare liniara:
(Imin]f(x,y) = —2x -y
x+y<5
2x+3y <8

x<4 ’

x=0
\ y=0
problemd mentionata la pagina 35 in lucrarea lui George B. Dantzig si Mukund N. Thapa
»Linear Programming. 1: Introduction”, editura Springer, 1997.

Rezolvare: Vom aplica algoritmul descris anterior.

Pasul 1: Determinarea functiei obiectiv si a restrictiilor:
(1.1) Determinam expresia analiticd a functiei obiectiv
[min]f(x,y) = —2x — y;
(1.2) Determinam restrictiile problemei:
(x+y<5
l2x +3y <8
x< 4
L x=0
y=0

Pasul 2: Determinarea componentelor regiunii acceptabile:
(2.1) Consideram dreptele de ecuatii:

(d):x+y=5
(dy):2x + 3y =8.
(dg): X = 4’
(2.2) Determinam intersectiile fiecarei drepte cu axele de coordonate:
x=0 y=0
(dl) n 0}’ : { = Pl(O,S), (dl) N Ox : = Pz(S,O)
y=5 x=75
x=0 x=0 y=20 y=0
(dy)Nnoy: { S { < P;(0,4); (dy) NOx : S < P,(6,0).
3y =8 y=4 2x =8 xX=06

Dreapta (d3): x = 4 este o dreapta paraleld cu Oy, care intersecteaza Ox in x = 4.
(2.3) Determinam punctele de intersectie dintre dreptele (d,), (d3), (d3), rezolvand sistemele
formate din ecuatiile dreptelor:
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—2x — 2y =-10

x+y=5-(-2) {2x+3y=8 y =2 y =2
= = =

(dy) N (d3): =
2x +3y =8 Y= x+2=5 =3
< P.(3,2).
x+y=5 x=4 x =4
(dl)n(de,):[ <:>{ (:)[ < Pg(4,1).

x =4 4+y:5 y:1

2x +3y =8 x=4 x=14

(dz)n(d3):[ @{ =1, ep(4))
x =4 2:4+3y=28 y=3

Pasul 3: Reprezentarea grafica a regiunii admisibile:

(3.1) Reprezentam grafic dreptele (d,), (d,), (d3) si (d,) (Figura 8.4);

(3.2) Reprezentam grafic regiunea admisibila. Deoarece consideram semiplanele situate
dedesubtul celor trei drepte, obtinem regiunea admisibila ca fiind aria hasurata din Figura 8.4.

. [P1(0,5) (@)

@0
, [P3(0,4)
3 .

Ps(3,2
g 4
Pr(4,7)

14 Regiunea admisibila P§(4,1

0(0; 0) |1)4\(4\0P2(5,0)
0 ' T T T 2 \\ \

0 1 2 3 4 5 6 7
Figura 8.4
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(3.3) Stabilim punctele de extrem (,,varfurile” sau” colturile) ale regiunii admisibile. Obtinem
punctele: (0,0), P;(0,4), P5(3,2), Ps(4,1), P,(4,1).

Pasul 4: Determinarea valorilor solutiilor admisibile si a solutiei optime:
(4.1) Determinam valorile solutiilor admisibile:

0(0,0) > £(0,00=(=2)-0—0=0
P;(0,4) > f(0,4) = (=2)-0— 4 = —4
Ps(3,2) » f(3,2) =(-2)-3—-2=-8;
P,(41) > f(41) = (-2)-4—1=—9
P,(4,0) > f(40)=(-2)-4—1=—8

(4.2) Determinam solutia optima:

[min]f(x,y) = x+y=[min]{f(0,0)=0,f(04) =-4,f(32)=-8,
f(4,1) = -9, f(4,0) = -8} = f(4,1) = -9 :
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Aplicatii propuse

O A8.1: Sa se rezolve prin metoda grafica problema de maximizare:
[max]f(x,y)=3x+2y

x+2y<48

x+y<30

2x+y <50

x>20,y20

O A8.2: Sa se rezolve prin metoda grafica problema de minimizare:
[min]f(x,y)=12x+48y

x+3y2>3

2x+3y =5

2x+y =3

x>20,y20

O A8.3: Sa se rezolve prin metoda grafica problema de maximizare din Aplicatia A11.1.
0 A8.4: Sa se rezolve prin metoda grafica problema de minimizare din Aplicatia A11.2.

O A8.5: Sa se rezolve prin metoda grafica problema de maximizare din Aplicatia A11.3.
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9.1. Concepte generale privind metoda Simplex

Metodele grafice de rezolvare a problemelor de programare liniara sunt aplicabile, dupa
cum am vazut In tema anterioard, numai pentru modelele de programare liniard cu doud
variabile. Pentru trei sau mai multe variabile, metoda grafica nu mai poate fi aplicata.

Fie problema de programare liniard (pe scurt PPL) de minim sub forma standard
matriciala:

[min]f = cx (*)
Ax=Db (*%) 9.1)
x>0 (xxx)
sau vectorialad
[min]f = cx
Y@y Sap j=1m. 9.2)
X;j >0

Rezultatele din capitolul precedent ofera un mod simplu si elegant de determinare a
solutiei optime a unei probleme de programare liniard. Astfel, teoremele 7.1 si 7.2 sugereaza
cautarea de solutii optime ale PPL in multimea solutiilor admisibile de baza, X,,; aceasta fiind
o multime finitd cu cel mult C;;* elemente). Cu alte cuvinte, pentru determinarea solutiei PPL
avem urmatorul algoritm:

Pas 1. Determinam (eventual folosind transformari elementare) toate solutiile de baza ale
sistemului (¥*), acestea fiind cel mult C;;*, deci un numar finit (si nu infinit);

Pas 2. Se elimina solutiile cu componente negative (neadmisibile), care nu satisfac conditiile
(***) si se obtine multimea solutiilor admisibile de baza X, printre care se afld si solutia
optima cdutata (respectiv solutiile optime);

Pas 3. Se calculeaza valoarea functiei obiectiv in toate solutiile admisibile de baza determinate
la Pasul 2. Solutia optima va fi cea in care functia obiectiv f ia valoarea minima.

Metoda (algoritmul) Simplex de rezolvare a problemelor de programare liniard a fost
introdusd in anul 1947 de George B. Dantzig poate fi aplicatd pentru trei sau mai multe
variabile, fiind Tn esentd o metoda matriceald deoarece utilizeazd numai transformari
elementare. Un alt avantaj al metodei consta in volumul extrem de redus de calcule.

Algoritmul metodei Simplex se finalizeaza in doua situatii:

(1) se obtine cea mai buna solutie, si se decide ca problema de programare liniara are optim
finit unic sau multiplu;

(2) nu se obtine cea mai buna solutie, pentru ca aceasta solutie nu exista, si se decide ca
problema de programare liniard nu are optim finit.

Sa presupunem fard a restrange generalitatea ca matricea extinsa a sistemului de restrictii

este de forma:
1 0 0 a1 m+1 - Aqn bl
01 .. 0 A m+1 - Ao bZ

o | (9.3)

0 0 .1 ammer - %mn by,
Vectorii a4, a,, ..., a,, formati cu primele m coloane ale matricei A, fiind liniar
independenti, formeazi o bazi in spatiul vectorial R™ . In acest caz un vector oarecare a;,j=

m + 1,n, se exprimd in mod unic cu ajutorul vectorilor bazei (ca o combinatie liniard) astfel:
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a; =a,;a, + a;;a, + - anjay, = Z?:l a;;a;.
Sa notam cu cg vectorul linie format cu primele m componente ale vectorului ¢, adica
coeficientii variabilelor x4, x,, ..., X, , din functia obiectiv si care corespund vectorilor din baza.
Introducem marimile:

t .
Z]' = CB(a]') = Zyil cl-ai]-,] = 1,71 (94)

si diferentele

Zj — C = Z:Zl ¢ia;j — Cj,j =1,n. (95)

Presupunem ci b; > 0,i = 1,m si observim ci vectorul xg de componente, x; = b;,

i = I,—mrespectiv x; =0, i =m+ 1,n, este o solutie admisibild de bazd a problemei de

programare considerata.

O Teorema 9.1.(Criteriul de optim) Daca diferentele z; —¢;,j = m + 1,n indeplinesc

conditia zj — ¢; < 0,j = m + 1, n, atunci problema de programare liniard are optim finit si

vectorul x este solutia optima cautata.

(0 Observatia 9.1:

a) Diferentele z; — ¢; sunt nule pentru j = 1, m(adici pentru vectorii care sunt in baza B);

b) In problemele de programare de maxim, criteriul de optimalitate va fi:
¢;—2z<0,j=m+1n. (9.6)

¢) Din demonstratia teoremei rezultd ca, in cazul problemelor de minim, daca existd diferente

z; — ¢; strict pozitive (z; — ¢; > 0), pot exista solutii de bazd admisibile y pentru care functia

obiectiv sa ia o valoare mai micd decat pentru xg, (f(y¥) < (f(xg)), deci solutia admisibila

initiala xp nu este optima.

Dantzig demonstreaza cd noile solutii admisibile de baza se pot construi din vechea
solutie de bazd admisibila xp, inlocuind un vector a; din baza (adica un vector corespunzator
unei variabile principale a solutiei xg), cu un vector a; din afara bazei (adica un vector
corespunzator unei variabile secundare a solutiei xp).

Sanotamcuy,, k =1,2,...,i — 1,i,i + 1, ..., m componentele noii solutii de bazd y. Din
(2.15) inlocuind by, cu by, gy cu a;j, Xj, Cu Y, iar x; cu b;, obtinem

ij
9.7
b; [
lyj = k=t

ai;’
Vectorul a;, respectiv a; (cel care iese din baza, respectiv cel care intrd in baza) se
determind pe baza urmatoarelor teoreme:
O Teorema 9.2.(Criteriul de iesire din bazd). Conditiile necesare pentru inlocuirea vectorului
a; cu vectorul a; sunt:
— bi . b T
0; :—=mm{0k =—,k=1,m; ay; >O}. (9.8)

ai]- akj
O Teorema 9.3.(Criteriul de intrare in baza) Conditia pe care trebuie sa o indeplineasca un
vector @;, j = m + 1,n, pentru a intra in baza in locul vectorului a; este:
zi—¢; =20 (9.9)
Rezultatele enuntate Tn acest paragraf se pot sintetiza intr-un algoritm de lucru, ce va fi prezentat

in continuare.
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9.2 Algoritmul Simplex primal

O metoda de rezolvare a unei probleme de programare liniara este algoritmul Simplex
primal. Acesta constd dintr-o succesiune de iteratii, care imbunatitesc treptat o solutie
admisibild de bazd initiala. Pe baza consideratiilor din paragraful anterior putem pune in
evidenta etapele algoritmului care vor conduce la solutia optimd a problemei, daca aceasta
exista.

Pasul 1. Se determina o solutie admisibila de baza, fie aceasta x;

Pasul 2. Se construieste tabelul Simplex corespunzator acestei solutii;

Pasul 3. Se calculeaza diferentele z; — ¢;,j = 1,n aflate pe ultima linie a tabelului initial si
se aplica criteriul de optim. Pot aparea urmatoarele patru situatii:

a) daca z;—¢; <0,j=m+1,n atunci solutia admisibila de bazd x este optima (si
respectiv unica);

b) dacd z; —¢; <0,j =m+ 1,n (echivalent 3 z; — ¢; = 0) iar vectorul corespunzator a;
are $i componente strict pozitive, atunci solutia admisibilda de baza x este optima (dar nu
unicd); altfel spus, problema admite o infinitate de solutii optime cu aceeasi valoare a functiei
obiectiv);

c)  dacd existd indicij, pentru care z; —¢; =0,j =m+ 1,n, iar toate componentele
vectorului corespunzator @; sunt mai mici sau egale cu zero, atunci problema de programare
are optim infinit;

d)  daca exista indicij, pentru care zj —¢; > 0,j =m+ 1,n, iar nu toate componentele
vectorului corespunzator @; sunt mai mici sau egale cu zero, atunci se trece la etapa urmatoare
(solutia nu este optima).

Pasul 4. Se aplica criteriul de intrare, determinand vectorul a@; care intrd in baza ca fiind acel
vector pentru care:

Zr—¢; = max (zx—c
7 — ¢ Zk—0k>0(k i)

Pasul 5. Se aplica criteriul de iesire. Paraseste baza vectorul a; pentru care
b, : by
— = min {6, =—,k=1m
apy ayj>0 Qg

Pasul 6. Se face schimbarea de baza obtinand o noud solutie admisibild de baza y, apoi se
studiaza optimalitatea sa (Pasul 3).
Algoritmul prezentat mai sus este sintetizat in urmatorul tabel Simplex:

C C cee C cee C cee C C
B Cp Xp 1 2 I m ] n 9
a; a, a; a,, a] a,
aq C1 bl 1 0 ves 0 oes 0 ves a1] oes Ain 01
a, | c b, |0 1 0 0 Ay v Gy | B2
al CI bI 0 O 1 0 aI] am 91
an | ¢m | bm |0 0 0 1 Ay Amn | Om
f(x) | < < Zk - -
«— «— Zk _Ck cee cee —_ -
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O Observatia 9.2

a) Valoarea functiei obiectiv pentru solutia admisibild de baza este datd de:
m

FGO) = ep(ep)' = ) ciby.
i=1
b) Diferentele z; — ¢; se calculeaza cu relatiile (3.5):
Zj — Cj = Zﬁl Cl'aij — Cj,j = 1,7’1
b,) Daca solutia nu este optima (existd z; —¢; = 0 ) alegem diferenta pozitivi maxima,
determinénd in felul acesta vectorul a; care intra in baza.
b,) Daca exista mai multe astfel de diferente, atunci poate intra in baza oricare dintre vectorii
ce corespund acestora.
b;) Daca pe coloana vectorului a; toate elementele sunt mai mici sau egale cu zero, atunci
problema admite optim infinit.
b;) Daca exista si elemente strict pozitive, consideram toate rapoartele dintre componentele

lui a, si componentele strict pozitive ale vectorului a;,
b componenta I a vectorului a
0, = % =2TF —, unde a;; > 0.
ak] componenta I a vectorului a]

Cel mai mic raport 6, (6, > 0) va indica vectorul care pardseste baza. Daca vectorul a;
paraseste baza, atunci noua solutie admisibild de bazd se obtine cu ajutorul unui pivotaj cu
elementul pivot a;; .
¢) In cazul problemelor de maxim, se calculeaza diferentele

=z =¢—Xit1Gaj = 1,n. (9.5%

O Exemplu 9.1. Pentru fabricarea a 3 tipuri de produse P;,j = 1,3 se utilizeazi 2 tipuri de

resurse R, si R,. Consumurile specifice, cantitatile de resurse si profiturile unitare sunt date in
tabelul:

Limitari
Py P, Ps resurse
R, |1 1 2 30
R, |2 3 1 57
Profit 4 1 5

Si se determine cantititile de produse P;,j = 1,3 ce urmeazi a fi realizate pentru a obtine un
profit maxim.

Solutie. Notam cu x4, x,, x5 cantitatile de produse de tipul P;, P,, P; ce urmeaza a fi realizate.
Modelul matematic al problemei este:

[max][f(x) = 4x, + x, + 5x3]
X1+ xp +2x3 < 30

2x1 + 3x, +x3 < 57

X1,%X2,x3 = 0.

Cele doua restrictii ale problemei sunt de tip inegalitate, prin urmare este necesar ca ele
sa fie transformate in egalitdti (echivalent, problema se aduce la forma standard). In acest sens,
se introduc doua variabile de compensare x¢, si x5. Se obtine
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([max][f(x) =4-x,+x,+5x3+0-x+0-x%]
X1+ X, +2x3 + x4 =30

inl +3x; + x5 + x5 =57
X1, X2, X3,X4,xc = 0.

Solutia 1. Problema este una de maxim pentru functia f, prin urmare o vom transforma intr-
una de minim pentru functia —f:
([min][—f(x) =—4-x;,—X, —5-x3—0-x° —0-x°]
X1+ %, +2x3 + x4 =30
inl +3x, + x5 + x5 =57
X1, X2, X3, X4, x = 0.

Matricea extinsa a restrictiilor este

9

i (11210 30)

~\23101l57
in plus, avem vectorii:

— 30
x=* Xz x3 x°% x%),c=(-4 -1 -5 0 O)’b=(57)

Deoarece coloanele 3 si 4 ale matricei A sunt vectori unitari, rezulti ci variabilele de
compensare x°,,xs sunt variabile principale (sau bazice), iar variabilele x;,x,, x3 sunt
secundare (nebazice). In plus, baza B este formati din vectorii a4, as. Astfel, o solutie
admisibila de baza este

x°% =0 00 30 57).

Tabelul Simplex se prezinta astfel:

ITERATIA L
_ _ —4 | -1 |-=5 0 0
B | ¢ | Xp a, | a, | a; V| a, | as 0
ca,| 0 | 30 |1 1 1 0 0; =15 «
a: | 0 57 |2 3 1 0 1 6, =57
0 0 0 0 0 0 <z,j=15
maxim

O Observatia 9.3:
1. Folosind formula (9.4) avem cantitatile
zy=¢ga; =0-14+0-2=0
zZ,=cga, =0-1+0-3=0
zZz3=cgaz;=0-2+0-1=0
Zg=cga,=0-1+0-0=0
Zs=cgas;=0-0+0-1=0
iar cu formula (9.5) avem diferentele
z1—¢=0—-(-4)=4
z,—c,=0—(-1)=1
z3—c3=0—(=5)=5
Zy—C,=0—-0=0
ZS—C5=0—0=0.
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2. Solutia admisibild de bazi initiald %5 nu este optimi deoarece existd diferente Zj — Cj
pozitive. Valoarea functiei obiectiv este
f&)=(-4)-0+(-1)-0+(-5)-0+0:30+0:57=0
sau pe scurt, inmultind vectorii g si X°p
f(x%) =0-30+0-57=0.
Astfel, se va determina o noua solutie admisibila de baza.
3. Dintre diferentele z; — c;, cea mai mare este 5, este situatd pe a treia coloand, prin urmare
pivotul se va situa pe coloana J = 3 (fapt marcat prin simbolul T).
4. Pe coloana /] = 3 (sau in vectorul a;) exista doud componente pozitive, 2 si 1, prin urmare

putem construi rapoartele 8; si 8,. Astfel:
b; 30

0, =—=—=15
1 as 2
respectiv
b, 57
0, =—=—=157.
az3 1

5. Deoarece valoarea minima a cantitatilor 6,, 8, este min(6;,6,) = min(15,57) = 15 si se

afld pe prima linie, rezulta ca linia I a viitorului pivot este 1 (fapt marcat prin simbolul «), deci
pivot este elementul a;; = 2.

6. Vectorul a, va iesi din baza B (fapt marcat prin simbolul <) in timp ce vectorul a; va intra
in baza (fapt marcat prin simbolul J).

7. Componenta de pe linia I = 1 a vectorului € devine ¢3 = —5.

Noua solutie admisibild de baza se determina printr-un pivotaj de element a,3 = 2. Va rezulta
urmatorul tabel Simplex:

ITERATIA 11
_ _ —4 —1 -5 0 0
B ¢ | Xp a, V| a, a, a, | as 0
a; | -5 |15 1/2 1/2 1 1/2 0 6, =30
cas| 0 |42 [3/2 5/2 0 -1/2 1 0, =28 «
75| —=5/2 0 -5 —-5/2 0 <z,j=15
32T 4 0 520 cz—g
maxim
O Observatia 9.4:
1. Folosind formula (9.4) avem cantitatile
5
_ 1 3 -z
zy = Cgay = (—5)'5"‘0'5 = 2
_ 1 5
Z, = €@, = (_5)5_}_0E = 0
23 S CBa3 S (_5) - 1 + 0 * 0 S _5
_ 1 1 5
Zy = Cpa, = (—5)'5‘*‘0'(—5) = 75
Zy = CBﬁs = (_5)0+01 = 0
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iar cu formula (9.5) avem diferentele

5 3
Zl - Cl = <— E) - (_4‘) = 2
Z,—c; = 0-—(-1) = 1
zz—c3 = (=5)—(-5) = 0

5 5
L R
Zg — Cg = 0—-0 = 0.

2. Noua solutie admisibila de baza x'g = (0 0 15 0 42) nu este optima deoarece exista
diferente z; — ¢; pozitive. Valoarea functiei obiectiv este
f(xgp)=(-4)-0+(-1)-0+(-5)-15+0-30+0-42 =-75

sau pe scurt, Tnmultind vectorii Cg $i X'p
f(x'g) =(=5)-15+0-42 = -75.

Astfel, va fi necesara o noua solutie admisibila de baza.

3. Dintre diferentele z; — ¢;, cea mai mare este %, este situata pe prima coloana, prin urmare
pivotul se va situa pe coloana | = 1.

4. Pe coloana J = 1 (sau in vectorul a,) exista doud componente pozitive, % si S, prin urmare

putem construi rapoartele 8; si 8,. Astfel:

b, 15
0 =—=—/—=15-2=30

a1 1

2

respectiv

o,=22 22 _ 4 2 1
2_C121_§_ 3 7

2

4. Deoarece valoarea minima a cantitatilor 8, 8, este min(6;, 6,) = min(30,28) = 28 si se

- .. o« o oqr - .. . e 3
afla pe a doua linie, rezulta ca linia I a viitorului pivot este 2, deci pivot este elementul a,; = p

5. Vectorul as va iesi din baza B, in timp ce vectorul a; va intra in baza.
6. Componenta de pe linia | = 2 a vectorului €z devine ¢; = —4.

Noua solutie admisibila de baza se determind printr-un pivotaj de element a,; = % Va rezulta
urmatorul tabel Simplex:

ITERATIA 11
B e | % —4 -1 =5 0 0 0
a, a, a; a, a
a; | =5 1 0 -1/3 1 2/3 —-1/3 6, =30
a, | 4 28 1 5/3 0 -1/3 2/3 0, =28 <«
—-117 —4 -5 -5 -2 -1 <z,j=15
0 -4 0 -2 -1 < Zj—(
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O Observatia 9.5:
1. Folosind formula (9.4) avem cantitatile

zyz = cgay = (=5)-0+(-4)-1 = —4
_ 1 5
Z; = ¢cg@; = (=5)-(- §) + (—4) '3 = -5
23 S CBa3 S (_5) - 1 + (_4‘) " 0 = _5
2 1
Zy cpa, (-5) 3 +1( 4) ( 32
zs = cgls = (=5)- (—5) + (—4) '3 = -1,
iar cu formula (9.5) avem diferentele
z—¢ = (9 -(-4) = 0
z;—¢; = (=5)-(-1 = —4
z3—c3 = (=5)—(-5) = 0
Z4 - C4 = (_2) - 0 = _2
Zg — Cg = (_1)_0 = —1.

2. Noua solutie admisibila debaza x’ g = (28 0 1 0 0) este optima deoarece exista doar
diferente z; — ¢; negative sau nule. Valoarea functiei obiectiv este
f(xg)=(-4)-284+(-1)0+(-5)*1+0:-04+0-0=-112-5=-117
sau pe scurt, Inmultind vectorii Cp $i X ”p
f(x7g) =(—4)-28+ (-5) -1 =-117.

De remarcat ca, variabilele ai caror vectori corespnzatori nu se afla in baza sunt nule.
Lasand la o parte variabilele de compensare introduse si tindnd cont de cele remarcate anterior,
obtinem solutia optimd a problemei initiale: x; = 28,x, = 0,x3 = 1. D.p.d.v. economic
aceasta Tnseamna realizarea a 28 unitati de produs P; si a unei unitdti de produs P;, profitul
maxim posibil de realizat fiind de 117 (u.m.).

O Observatia 9.6. Pentru o mai buna intelegere, exercitiul anterior a fost rezolvat prezentand
pe larg etapele fiecarei iteratii. De fapt, problema de programare liniard se poate rezolva Intr-un
singur tabel, asa dupa cum se va vedea cele ce urmeaza.
Solutia 2.
Problema de programare liniara initiala, in forma standard, este
[max][f(x) =4-x; +x,+5-x3+0-x4 +0-x]
{x1+x2 + 2x3 + x4, = 30

2xq +3x, + x5 + x5 =57

X1, X5, X3,X4, x5 = 0.
Matricea extinsa a restrictiilor este

b

i (11210 30)

~\23101l57
in plus, avem vectorii:

- 30
x=(X X2 x3 x°% x%),c=(4 1? 0 0)'b:(57)‘

Deoarece coloanele 3 si 4 ale matricei A sunt vectori unitari, rezultd ca variabilele de
compensare x°,, x5 sunt variabile principale (sau bazice), iar variabilele x;,x,, x3 sunt
secundare (nebazice). In plus, baza B este formati din vectorii a,, as. Astfel, o solutie
admisibila de baza este
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x°=(0 00 30 57).
Tabelul Simplex se prezinta astfel:

_ _ 4 1 5 0 0
B ‘s | ¥B a, a, |a; V| a, a 0
< a,| 0|30 _30_
1 1 1 0 O=7=1
F
57
as 0 | 57 2 3 1 0 1 0, = 7= 57
5
4 1 maxim 0 0 <G~
1
_ _ 4 1 5 0 0
B ‘s | ¥B a, l | a, a, a, a 0
a; | 5 | 15| 1/2 1/2 1 1/2 0 6, = 30
<as| 0 |42 [3/2] 5/2 0 -1/2 1 0, = 28 «
75 | 5/2 5/2 0 5/2 0 «z,j=15
3/2 , LI 0 -5/2 0 cGTZ
maxim
B s | %s 4 1 5 0 0 0
a a; as a, as
a; | 5 | 1 0o -1/3 1 2/3 —1/3 6, = 30
a, | 4 | 28 1 5/3 0 ~1/3 2/3 6, = 28 «
75 | 4 5 5 2 1 —2z,j=15

Ultima solutie admisibild de baza x5 = (28 0 1 0 0) este optima deoarece existd doar
diferente ¢; — z; negative sau nule. Valoarea functiei obiectiv este

f(x’gp) =4-284+(-1)'0+5-14+0-04+0-0=1124+5 = 117. O

O Exemplu 9.2. Sa se determine solutiile optime ale urmatoarei probleme de programare
liniara:
[min][f (x) = —3x; — 2x; — 4x3]
x1+2x2_x3+x4 =7
X1 —4x;, +x3+x5=1
X1, X, X3, X4, X5 = 0.
Solutie. Matricea extinsa a restrictiilor este
- (12-110]7)\.
A_(1—4 101 1)’
in plus, avem vectorii:

x=(X1 X2 X3 Xz X5),c=(-3 -2 —4 0 O),E=(Z)
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Deoarece coloanele 3 si 4 ale matricei A sunt vectori unitari, nu este necesari introducerea unor
variabilele de compensare. Variabilele principale (sau bazice) sunt x,, xs, iar variabilele
Xy, X, X3 sunt secundare (nebazice). In plus, baza B este formati din vectorii a,, as.

Astfel, o solutie admisibilad de baza este

=0 00 7 1)

Tabelul Simplex se prezinta astfel:

_ _ -3 -2 | —4 0 0
B | g a | a; V| a, | as 0
a,| 0 | 7 | 1 2 -1 1 0 9, <0
cas| 0 1 1 —4 0 1 0,=1¢
0 0 0 0 0 0 <z,j=15
3 2 & T o o S —
maxim
B |e |z =31 =24 0] 0 o
a; a; as a, | Qs
a, 0 8 2 -2 0 1 1 6, <0
a; —4 1 1 —4 1 0 1 0, <0
-4 | -4 16 -4 0 —4 <z,j=15
maxim

O
(3 Observatia 9.7:
1. Solutia admisibild initiala nu este optima deoarece exista diferente z; — ¢; pozitive, cea

maxima fiind situatd pe a treia coloana (deci /] = 3).

. L . . . b
2. Pivotul primei iteratii este elementul a,; = 1 deoarece existd un singur raport 6, = a—z =

23

1 . )
1= 1 pozitiv (deci I = 2).
3. Noua solutie admisibila de bazdestex’p = (0 0 1 8 0) nu este optima deoarece exista
diferente z; — ¢; pozitive, cea maxima fiind situatd pe a doua coloana (deci | = 3).
4. Deoarece ambele rapoarte 6;, 6, sunt sunt negative, nu se poate determina un viitor pivot.
Mai mult, suntem in cazul c¢) de la Pasul 3, astfel problema de programare liniara considerata
admite optim infinit.

9.3. Metoda celor doua faze

Algoritmul Simplex este un algoritm rapid convergent la solutia optima. Astfel, plecand
de la o solutie de baza admisibild initiald a sistemului in formd standard, cu m ecuatii si n
necunoscute, dupa cel mult m + n iteratii obtinem solutia optima (daca exista).

Determinarea (eventual prin transformari elementare) a unei solutii de bazd pentru un
sistem liniar, chiar de dimensiuni mari, este extrem de simpld. Problema care apare este
admisibilitatea acesteia, adicd se poate intampla ca foarte multe dintre solutiile sistemului sau
chiar toate, sa fie neadmisibile (deci inutile).
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In acest paragraf se va indica o metoda mai usor de aplicat in practica pentru a obtine o
solutie admisibild de baza initiala: metoda celor doua faze.

Sa consideram ca problema de programare liniara (9.1) este sub forma standard, termenii
liberi sunt pozitivi i ca matricea A a sistemului de restrictii nu contine vectori unitari (nici o
coloand a matricei unitate). Vom adauga la fiecare restrictie o variabilda nenegativa, numita
variabila artificiala. Deoarece existd m restrictii, vom adauga m variabile artificiale x;*, k =
n+1,n+m si considerdam o noud problemad de programare liniard, numitd problema
artificiala atasata problemei initiale, de forma:

[min]g(x®) = TRIT41 %
ETlaix s a,, j=1nk=n+1n+m (9.10)
xj,xg =0
unde x* = (x2,; x%,, .. Xx3.,) este vectorul variabilelor artificiale.

Se constata ca orice solutie admisibila a problemei (9.10), in care variabilele artificiale
sunt nule, dupa Inlaturarea acestora, devine o solutie admisibila de bazd a problemei initiale.
Metoda celor doud faze consta in:

Faza intai.
Se determind solutia optima a problemei (9.10) folosind algoritmul Simplex. Solutia de baza
admisibild initiala artificiala, se determina direct din sistemul artificial, considerand ca variabile
principale pe cele artificiale.

Se disting urmatoarele situatii:
a) [min]g(x*) = 0 iar in baza nu exista nici un vector corespunzator variabilelor artificiale.
b) [min]g(x®) = 0 si in baza raman si vectori corespunzatori variabilelor artificiale.
¢) [min]g(x*) # 0.

Faza a doua.

In situatia a) solutia optima a problemei (9.10), abstractie ficand de variabilele artificiale,
reprezinta o solutie de baza admisibila, initiald, nedegenerata pentru problema (9.1). Cu aceasta
solutie initiald, se aplicd algoritmul Simplex primal in vederea gasirii solutiei optime a
problemei initiale. Din tabelul final al fazei intai se elimina coloanele variabilelor artificiale, se
modificd coeficientii functiei obiectiv si se calculeazd noile diferente z; — ¢; , obtindndu-se
primul tabel Simplex al fazei a doua.

Situatia b) conduce la o solutie admisibild de baza degenerata pentru problema initiala.
Consideratiile anterioare raman valabile, insd din tabel nu vor fi eliminate coloanele ce
corespund variabilelor artificiale ai caror vectori au ramas in baza.

In situatia ¢) problema initiald nu admite solutii admisibile.

O Exemplu 9.3. Sa se determine solutiile optime ale problemei de programare liniara:
[min][f(x) = 3x; — 4x, + 2x3]
x1+3x2+2x3 >3
3x1 +3x; +x3 =24
X1, X2, %3 = 0.
Solutie. De remarcat ca restrictiile problemei sunt de tipul ” >, prin urmare ele se vor

transforma in egalitdti prin scaderea unor variabile de compensare. Astfel, se obtine forma
standard a problemei:
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([min] [f(x) = 3x; — 4x, + 2x5]
ixl +3x, +2x3 — x4, =3
3x; +3x, +x3 — x5 =4
X1, X2, X3, X4, xc = 0.
Matricea extinsa a restrictiilor este

b

_(132-1 0]3
A= (3 310-1 4)
in plus, avem vectorii:

x=& X2 x3 x°% x°),c=3 —-42 0 0),E=(i).

Deoarece printre coloanele matricei A nu se afld vectori unitari, pentru rezolvarea problemei
va fi necesard metoda celor doua faze.
In prima fazi cautim solutia optima a problemei (artificiale):
(minl[g(x®) = x% + x%]
X1+ 3%, +2x3 — x4 +x% =3
i?)xl +3x, +x3 — x5 +x%, =4
X1, Xg, X3, X4, %5, x%,x%, = 0.
O solutie admisibila de baza este
=0 00 0 03 4)

Tabelul Simplex se prezinta astfel:

s e |x 0 0 0 0 0 1 1 5
B 7B | q, a,l | a, a, | a°s | a% | a%,
e a*| 1 | 3 1 2 -1 0 1 0 ;=1 «
a®, | 1| 4| 3 3 1 0 -1 0 1 | 6,=4/3
«— z-,j
7 | 4 6 3 -1 -1 1 1 J
=15
4 & T 3 1 1 o 0 | «cz—¢
maxim
[ 0 0 0 0 0 1 1
B 8 | XB [y a, a, a, | a°s | a% | a%, 0
a, 0| 1 [1/3 1 2/3 -1/3 0  1/3 0 0, =3
ca% | 1 1 0 -1 1 -1 -1 1 [6,=1/2«
«— z-,j
1] 2 0 -1 1 -1 -1 1 J
=15
2T 1 1 -1 -2 0 | ez-g
maxim
T 0 0 0 0 0 1 1
B R a, a, as a, a‘s a’y a’; o
a, 0 |5/6] o0 1 1/2 -1/2 1/6 1/2 -1/6| 6,=3
a, 0 |1/2] 1 0 —1/2 1/2 —1/2 —1/2 1/2 |6,=1/2
0| o 0 0 0 0 0 0 %)
=15
0 0 0 0 0 —1 -1 | «z—g
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Deoarece diferentele z; — ¢; sunt negative sau nule, algoritmul se opreste, iar solufia problemei
artificiale
x*p=(1/2 5/6 0 0 0 0 0)
este optima. Din aceasta se obtine solutia admisibila de baza pentru problema initiala:
x°=1/2 5/6 0 0 0)
iar sistemul de restrictii este cel ce rezultd din ultima etapa a algoritmului Simplex pentru
problema artificiala.
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Tabelul Simplex corespunzator fazei a doua are forma:

_ _ 3 —4 2 0 0
B ‘| *B a, a, a, a,l | a‘ 0
a, |—-4| 5/6 0 1 5/2  -1/2  1/6 6, <0
<a |3 1/2 1 0 —1/2 1/2] —1/2 | ;=1 «
-11 — 7z, J
—— | 3 —4  —41/6 7/2 -9/6 2
c / / / ~15
0 o —11/2 2T 96| «z—g¢
maxim
_ _ 3 —4 2 0 0
B ‘s *s a a, as a, a‘s o
a, |-4| 4/3 1 1 2 0 -1/3| 6,<0
a¢, | 0 1 2 0 —1 1 1 | 6,<0«e
~16/3 | -4 -4 -8 0 4/3 f%’
-7 0 10 o BT cz-¢
maxim

Deoarece vectorul a‘s nu are elemente strict pozitive, rezulta ca problema admite optim infinit. O

O Exemplu 9.4. Sa se determine solutiile optime ale problemei de programare liniara:

([min][f(x) = —2x; — 3x; — x5 + 4x4 + 5x5 + 8x¢]
X1 — 2X4 + X5+ 2x = 4
4 3%y — X4 + X5 —8xg =3
[ x; + x5 + x4, — x5 — 3xg = 2
X1, X5, X3, X4, X5, Xg = 0.

Solutie. De remarcat cd restrictiile problemei sunt de tipul ” =, prin urmare problema de
programare liniara este in forma standard. Matricea extinsa a restrictiilor este

4
3)
2

4
x=(X Xz X3 X4 X5 X¢),c=(-2 -3 -1 4 5 8),b= (3)
B 2
Se observa ca prima si a treia coloand a matricei A sunt coloane ale matricei unitate de ordinul
trei si atunci vom adduga o variabila artificiala x%, in cea de-a doua restrictie.
Vom cauta in prima faza solutia optima a problemei (artificiale):

A=1030-11-8

i <100—21 2
011 1-1-3

in plus, avem vectorii:

([min][g(x®) = x%;]

X1 — 2X4 + X5+ 2xg =4
3Xy — X4 + X5 —8x =3
Xy + X3+ X4 — X5 — 3xXg = 2
X1, X2, X3, X4, X5, Xg, X% = 0.
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O solutie admisibila de baza este
x%=04 02 0 00 3)

Tabelul Simplex se prezinta astfel:

B leal® 0 0 0 0 0 0 1 0
BI"Bl q, | a,i | a; a, | a°; | a% | a%,
a, 04| 1 0 0 -2 1 2 0 0, =0
a*;| 13| 0 0 -1 1 -8 1 6, =1 «
a; 02 0 1 1 1 -1 -3 0 0; =2
< 2Z,j
310 3 0 -1 1 —8 1 J
=15
o 2T o -1 1 8 0 | ez-g
maxim
0 0 0 0 0 1 1
B |cpg|Xp| a4 a, a; a, | a‘s a’, a%, 0
U
a, 04| 1 0 0 -2 1 2 1 0,=0
a, of1| 0 1 o -1/3 1/3 —-8/3 1/3 | 6, =1 «
a; o1 0 0 1 4/3 —-4/3 -1/3 —-1/3]| 6;=2
< 2Z,j
0| O 0 0 0 0 0 0 J
=15
0 0 0 0 0 0 -1 — Zj — ¢

Deoarece diferentele z; — ¢; sunt negative sau nule, algoritmul se opreste, iar solufia problemei
artificiale
x*g=(4 11 0 00 0)
este optima. Din aceasta se obtine solutia admisibila de baza pentru problema initiala:
=04 11 0 0 0)
iar sistemul de restrictii este cel ce rezultd din ultima etapa a algoritmului Simplex pentru
problema artificiala.

Tabelul Simplex corespunzator fazei a doua are forma:

B tp | %p -2 -3 -1 4 5 8 0
a,; | a, a; a, as a,
a, -2 | 4 1 0 0 -2 1 2 6, =0
a, -3 1 0 1 0 -1/3 1/3 -8/3 | 6, =1 «
a; -1] 1 0 0 1 4/3 —-4/3 —1/3 0; =2
<—zj,j
—-12| -2 -3 -1 11/3 -5/3 9/3 _ 7%
0 0 0 —1/3 =20/ =11/3| <z —¢;

Solutia optimd a problemei este x°P!3 =(4 1 1 0 0 0), iar optimul problemei este

min(f(x)) = —12. O
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Aplicatii propuse
Sa se determine optimul si valoarea optima ale urmatoarelor probleme de programare liniara:

[max]f = 3x; + 4x2

((2xi+x: <12
0 A9.1 |- x+2x2 <4
L x,x2 =0

[max]f = 2x; + 5x2
- If2x1 +x2 <5
A9.2 4x1+4x2 <6;
L x,x2 =0
[min]f = 5x; + 2x2
2% +x2 <6
0 A9.3 X, +4x2 <8’
k x,x2 =0
[min]f = 4x; + 3x2
2x1 +x2 <10
0 A94 —x; +2x2 <6,
x,x2 =0
[max]f = 5x; + 2x2 + 3x3
(2x1 +x2 + 2x3 < 10

1 A95 X1 +2x2 +x3<8

A

X1 +4x2 +2x356°

X1,X2,x3 =20
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Sa consideram cd un anumit produs este stocat in m depozite (furnizori) D; in cantitatile
a;,i = 1m. Produsul este solicitat de n centre de consum (beneficiari) C; in cantititile b;, j =
1, n. Costul transportului unei unitéti de produs de la depozitul D; la centrul C; este a;; u.m. Se
cere a se determina cantitatile de produs a;; care urmeaza a fi transportate de la depozite la
centrele de consum astfel ca disponibilul din fiecare depozit sa fie epuizat, cererea din fiecare
centru de consum sa fie satisfacuta exact, iar costul total al transportului produsului sa fie
minim. Se presupune ca )/t a; = Z}lzl b;, adica disponibilul din depozite este egal cu cererea
totald a centrelor de consum. O astfel de problema este denumitd problema de transport
echilibrata.

Restrictiile problemei sunt din nou de trei tipuri: restrictii asupra disponibilului si
cererii, restrictiile datorate sensului economic al variabilelor si restrictia de minimizare a
costului.

Datele modelului economic le prezentam intr-un tabel de forma:

C
N C, C, C; Cp a;
C11 C12 C1j Cin
D, a;
X11 X12 X1j X1n
C21 C22 C2j Con
D, az
X21 X22 X2j Xon
C; Cc Cii C:
Dl i1 i2 ] in a;
Xi1 Xi2 xij Xin
D Cm1 Cm2 ij Cmn
m am
Xm1 Xm2 Xmj Xmn
m
i=1"1
b] bl bZ b] bn nop.
j=1Yj
Traducerea algebrica a celor trei tipuri de restrictii conduce la urméatorul sistem:
. _— m n
{[mln] [F(x) = T 30y cijxij]
n — i —
Yicixij=a;,i=1m 10.1
L (10.1)
| i=1xi]' - j'] - 1,71

kxi]- =0, i=1m,j=1n

unde x = (X11  X12 " X1n X21 X2 Xmn).

O Observatia 10.1 Daca disponibilul este diferit de cerere, pentru a echilibra problema se
introduce un depozit sau un centru fictiv cu cantitatea (fictiva) existenta sau ceruta astfel Incat
problema sa devina echilibrata (respectiv disponibilul si cererea sd devind egale). Costurile
unitare de transport pentru depozitul/ centrul fictiv se considera nule.

O Teorema 10.1 Problema de transport echilibratd (4.1) admite cel putin o solutie admisibila,
iar o solutie de baza admisibila de baza are cel mult m + n — 1 componente diferite de zero.
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10.1. Solutii admisibile de baza pentru o problema de transport

Solutiile optime pentru o problema de transport vor fi cautate in multimea solutiilor
admisibile de baza si din acest motiv vom pune in evidentd mai multe metode prin care putem
gasi aceste solutii. ~ Convenim ca o pereche de indici (Z, j) sa o numim celuli. Astfel tabelul
initial asociat unei probleme de transport va avea m X n celule, fiecarei celule corespunzandu-
i un cost ¢;; i o cantitate transportatd x;;. Mai mult, o celuld nebazica (libera) este o celuld
avand x;; = 0 (echivalent, x;; componentd nebazicd (secundard), adicd nu se gaseste printre
cele m + n — 1. Celule bazice (ocupate) vor fi cele care au avand x;; # 0 (echivalent, x;; sunt
componente bazice (principale).

a) Metoda coltului N-V (sau a diagonalei).

Se incepe cu determinarea componentei bazice ce corespunde celulei (casutei) din colful de
pozitie N-V a tabelului ( respectiv stanga sus), deci cu xq.

Pasul 1. Vom avea
X711 = m = min(ay, b;) (10.2)

si vom Intalni urmatoarele situatii:

1. a, < b1 - X111 = al,xlj = 0,] = 2,n

2. bl < al —>x11 = bl,xl'l = O,l = Z,m

3. a, = b1 - X111 = a1(= bl),xlj = 0,] = Z,n,xil = 0,l = Z,m.

0 Observatia 10.2 In cea de-a treia situatie, elementele de pe prima linie si prima coloani
diferite de x4, sunt nule, fapt ce va conduce la solutii admisibile degenerate.

Pasul 2. Se modifica valorile a4, b; astfel:

a, =aq — 9
(10.3)
bl S bl - 8
si se continud completarea celulelor folosind formula
xl-j =0 = min(ai, b]) (102*)
si respectiv
a; =a; — 7]
(10.3%)

pentru restul elementelor, pastrand regula alegerii celulei NV in vederea completarii.

Procesul se termind in cel mult m + n — 1 pasi, la fiecare pas determindndu-se complet
o linie (situatia 1), o coloana (situatia 2), sau o linie i o coloana (situatia 3). La fiecare pas se
determind o singura componenta nenuld. Componentele nebazice nu se completeaza in tabel,
casutele corespunzdtoare ramanand libere pentru a nu se confunda componentele nebazice cu
eventualele componente bazice nule.
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b) Metoda costului minim pe linie (cml) Aceastd metoda este asemandtoare metodei coltului
NV cu deosebirea ca, pentru fiecare linie, se completeaza valorile x;; alegand celulele in functie
de valorile costurilor in ordine crescatoare. Astfel, prima celuld va fi cea care va avea costul
minim din acea linie.

c) Metoda costului minim pe coloana (cmc) Metoda este aseméanatoare celei anterioare cu
mentiunea ca acest process va avea loc pentru fiecare coloana. Astfel, prima celuld va fi cea
care va avea costul minim din acea coloana.

d) Metoda costului minim din table (cmt) Metoda este asemanatoare celor anterioare singura
diferenta fiind aceea cd se va completa mai intai celula care va avea costul minim din tabel.

O Exemplul 10.1 Sa se determine o solutie admisibild de baza pentru problema de transport

C
Gy C, Cs Cy a;
D, 4 2 2 3 35
D, 2 2 4 5 40
D, 3 4 2 3 20
95
b] 50 10 25 10 5

Deoarece

m

Zai=35+40+20=95

i=1

b; =50+ 10+ 25+ 10 =95
j=1

avem Y1, @; = X7, bj, adica problema este echilibrata.

a) Metoda coltului NV. Deoarece & = min(a4, b;) = min(35,50) = 35, pe prima linie
avem:

X11 =35,X12 = X13 = %1, =0
a1=35_9=0
b; =50—-6 = 15.
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Urmatoarele celule se completeaza dupa cum urmeaza:

a,,: 0 = min(a,, b;) = min(40,15) = 15 a,,: 6 = min(a,, b,) = min(25,10) = 10

X1 = 15, X, = 10,
a, =40 — 6 = 25 -7 a, =25-6=15
by =15-0=0 b,=10—6 =0
as,: 6 = min(as, b;) = min(20,0) =0
- X31 =0, -
a; =20—6 =20
by=0—-60=0
a,3: 6 = min(a,, b3) = min(15,25) = 15
N X,3 = 15,
a,=15-60=0

by =25—6 =10
as,: 0 = min(as, b,) = min(20,0) = 0 a,4: 0 = min(a,, b,) = min(0,10) = 0

X3, = 10, Xy4 =0,

-7 az =20 — 6 = 20 -7 a, =20—6 =20
b,=0—0=0 b,=10—60 =10
ass: 0 = min(as, b3) = min(20,10) = 10

. X33 = 10, .
a; =20-6 =10
hy=0—-60=0
as,: 6 = min(as, by) = min(10,10) = 10
X34 = 10,
- a;=10-0=0
b, =10—6 = 0.

S-a obtinut o solutie admisibila de baza:

350 00
X=(151015 0
0 01010

costul total al transportului fiind

Crotal =4+35+2-04+2-0+3-0+2-15+2-10+4-15+5-0+3-0+4-0+2-

10+ 3-10 = 300 um. O

O Observatia 10.3
1. Ca si cheie de control” pentru corectitudinea calculelor, ultimele cantitafi a;, b; trebuie sa
fie egale.

2. Exista 6 elemente nule, deci nebazice respectiv 6 elemente nenule, bazice. Mai mult,
deoarecem +n — 1 = 3 + 4 — 1 = 6 rezulta ca solutia admisibild este nedegenerata.
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3. Operatiunile efectuate anterior se cuprind in urméatorul tablel:

](): o C, C3 Cy
Dy | 4 4 2 2 3 0
D | 15 2 10 j 15 ;L z /J/ 0
Ds 10 10 0
0 0
0 0

S|« N N
D, 4 2 . 2 0 3 0
D, 20 2 0 2 4 5 0
D, 20 3 4 2 3 0
0 0
0

De remarcat faptul ca min(ci j) = Cy3 = C13 = Cy1 = Cy3 = C33 = 2. Putem determina oricare
din  componentele  x;,, %13, X21,X22,X33. De  exemplu, vom alege ordinea

X22,X21, %13, X31, X171 === ¢
a,,: 0 = min(a,, b,) = min(40,10) = 10 a,1: 6 = min(ay,, b;) = min(30,50) = 30

Xy = 10, X1 = 30,

a, =40 — 0 = 30 -7 a,=30-0=0
h,=10—-6 =0 b, =50—6 =20
a;3: 6 = min(a,, b3) = min(35,25) = 25 as,: 0 = min(as, b;) = min(20,20) = 20
X13 = 25, NN X31 = 20,

a, =35-6=10 a;=20—0=0
h,=25-6=0 b, =20—0=0

a;,: 8 = min(ay,b;) = min(10,10) = 10
N x1; = 10,
a;=10-0=0
b, =10—6 = 0.
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Restul elementelor sunt nule, prin urmare s-a obtinut o solutie admisibila de baza

0 02510
X=(30100 O
200 0 O

costul total al transportului fiind

Cootar =4-0+2-04+2-25+3-1042-30+2-10+4-0+5-0+3-20+4-0+2-
0+3-0=220um.

O Observatia 10.4

1. Existd 6 elemente nule, deci nebazice respectiv 5 elemente nenule, bazice. Mai mult,
deoarece m +n—1 =3+ 4 — 1 = 6 # 5 rezultd ca solutia admisibila este degenerata.

2. Metoda costului minim ne conduce de cele mai multe ori la o solutie admisibila de baza mai
buna decat metoda diagonalei, In sensul ca realizeaza o valoare a cheltuielilor de transport mai
mica.

c) Metoda costului minim pe linie (cml).

Pentru prima linie avem min(ci ]-) = ¢y = 13 = 2. Putem determina oricare din componentele
X132, X13. De exemplu, vom alege ordinea x,5, X51, X13, X11-

Pentru a doua linie avem min(cl- j) = Cy; = Cy5 = 2. Putem determina oricare din
componentele x,1, x,,. De exemplu, vom alege ordinea x,1, X532, X33, X24.

Pentru a treia linie avem min(cl-j) = c3; = 2. Apoi avem min(ci]-) = X371 = X34 = 3, prin
urmare putem alege celula az; sau celula az,. De exemplu, ordinea va fi x33, X31, X34, X35.

d) Metoda costului minim pe coloana (cmc).

Pentru prima coloana avem min(ci j) = c,1; = 2, apoi urmeaza, in ordine crescitoare, c3; =
3,¢11 = 4. Vom alege astfel ordinea x4, X371, X11-

Pentru a doua coloand avem min(ci j) = €1, = Cy, = 2, apoi urmeaza c3, = 4. De exemplu,
vom alege ordinea x4, X532, X35.

Pentru a treia coloand avem min(cl- j) = Cy3 = C33 = 2, apoi urmeaza c,3 = 4. De exemplu,
vom alege ordinea x43, X33, X53.

Pentru a patra coloand avem min(ci ]-) = ¢4 = C34 = 3, apoi urmeaza c,, = 5. De exemplu,
vom alege ordinea x4, X34, X24.

Propunem cititorului determinarea solutiilor admisibile de baza aferente ultimelor doua metode
precum calcularea valorii costului total asociat.
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10.2. Solutii optime pentru o problema de transport

Solutiile optime ale unei probleme de transport le vom cauta in multimea solutiilor admisibile
de baza nedegenerate. Sa consideram ca am determinat pentru problema o solutie admisibila de
baza nedegenerata:

x=(X11 X12 " Xin  X21 X2t Xmp).
Fie celula nebazica (i, ).

O Definitia 10.1 Un sir de celule care incepe si se termina cu celula nebazica (i, j), continand
in rest numai celule bazice alese mergand doar pe verticald sau orizontala se numeste circuitul
celulei nebazice (i, j).

O Observatia 10.5
1. Pe o linie sau coloana a circuitului exista cel putin doud celule.

2. S-a demonstrat ca exista un singur circuit cu aceste proprietati si se poate demonstra ugor ca
un circuit contine un numar par de celule.

Cel mai simplu circuit al unei celule nebazice (i, j) se prezinta sub forma de mai jos:
(i,j) —Hi k)

C—@h.

In cele ce urmeaza se vor prezenta doud metode pentru studierea optimalitdtii unei
solutii admisibile a unei probleme de transport.

METODA 1

Sa atribuim componentei x;; (celuld nebazica), o valoare 6 > 0. Se obtine atunci un

vector care are m + n componente diferite de zero, acesta trebuind sa verifice sistemul de
restrictii. Acestea sunt verificate dacd vom scadea si aduna succesiv valoarea 6 la componentele
care au intrat in circuitul celulei nebazice (i, j):

xij|=9 — X =Xy — 0

xij = Xx;;— 6 X = Xy + 0

Pentru a fi verificate conditiile de nenegativitate va trebui ca 8 sa fie luat astfel incat x;;, — 0 =,
x;; — 6 = 0. Odata indeplinite aceste condifii, putem spune ca am obtinut o noud solutie
admisibila
I ’ ’ ’ ’ ’ ’
x' =11 X o Xm X1 X2 v X))

unde:
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x';; =0, pentru (i,j) — celula start a circuitului

x'i; = x;; + 6, pentru (i,j) celuld de pozitie impara in circuit (10.4)
x'i; = x;; — 6, pentru (i,j) celuld de pozitie para in circuit '

x';; = x;j, pentru (i,j) celuld din afara circuitului
Dorind acum ca noua solutie admisibila sa fie si admisibila de baza este suficient sd consideram:
6= I(ni_r)l{xij : (i,j) celula de pozitie para in circuit}. (10.5)
Lj
In acest fel se determind care componenti bazici devine nebazici. Relatia (10.5) reprezinta
criteriul de iesire din algoritmul pentru gésirea solutiilor optime a unei probleme de transport.

Este necesar insd determinarea conditiei ca o solutia admisibild de baza x’ sa fie solutie optima.
In acest sens, evaluam diferenta f(x) — f(x"). Vom avea:

fOO) = f(x) =X 30 cij(xi; — X'i5) = X)) cetuta ae pozisie kin circuit(—1)*ci; 6 (10.6)
sau
fx)—f(x') = 66
unde
0 = Y1) cetuia de pozitie k in circuit(—1)¥¢ij (10.7)

care reprezintd suma algebricd cu semn alternat a costurilor celulelor ce au intrat in circuit si
care incepe cu —¢;; .

Din (10.7) se observa ca dacd pentru toate celulele nebazice (i,j) vom avea §;; < 0,
deoarece 6 > 0, solutia admisibila de bazd x'(x";;) considerata reprezintd solutia optima a
problemei de transport. Rezulta astfel ca criteriul de optimalitate este

8;<0 (10.8)

pentru toate celule nebazice (i, j). De asemenea, din (10.6) se constata ca daca existd §;; = 0,
solutia x'(x';;) nu este optima, putand fi imbunatatita. Pentru aceasta fie:

6, = gl;ljé;)é&ij. (10.9)

Atunci componentei nebazice x';; 1i vom atribui o valoare 6 > 0. Relatia (10.9) reprezinta
forma criteriului de intrare in algoritm. Marimile §;; joaca rolul diferentelor z; —¢; din
problemele de programare liniara.

Sintetizand cele de mai sus, in practica procedam in felul urmator:
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ALGORITM

Pasul 1. Se determind o solutie admisibild de bazd nedegeneratd prin una din metodele
prezentate.

Pasul 2. Pentru toate celulele nebazice se determina un circuit si se calculeazd cantitatile 6;;
aferente acestuia:

Pasul 3. (optimalitatea) Se analizeaza §;; astfel determinate

- daca toate cantitdtile §;; sunt mai mici sau egale cu zero, atunci solutia este optimda—STOP;

- daca existd §;; > 0 se trece la pasul urmator.

Pasul 4. Se determina valoarea lui 8 dupa relatia (10.5) si celula corespunzatoare (1, ]);
Pasul 5. Se introduce 6 in circuitul celulei (1, ]), conform relatiilor (10.4) obtinandu-se o noua
solutie admisibilad de baza si se revine la Pasul 2.

O Observatia 10.6:

a) Prezenta semnului de egal in criteriul de optim si de intrare in bazd, indica existenta mai
multor solutii optime ;

b) Daca la aplicarea criteriului de intrare sunt mai multe marimi §;; pozitive maxime egale
putem lua oricare dintre acestea.

O Exemplul 10.2 Sa se determine solutiile optime ale problemei de transport:

C

D Cy C, C3 a;

D, 1 2 3 =0

D, 3 4 1 7t
75

bj 40 20 30 0

Problema nu este echilibratad. Vom adduga un depozit cu costuri zero. Vom avea deci:

C
D C1 Ca Cs a;
D, 1 2 31 50
D, 3 4 L1 g5
D, 0 0 01 15
90
b; 40 20 30 5

ITERATIA 1

O solutie admisibild de bazd determinatd prin metoda costului minim din tabel (cmt) este
prezentata In continuare:
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C

D C, C, Cs a;
1 2 3

b, 25 20 5 50
3 4 1

D, ” 25
0 0 0

Dy 15 15

90
b; 40 20 30 )

componentele solutiei fiind determinate in ordinea: (3,1), (1,1), (2,1), (1,2), (1,3), (2,1), (2,2),

25 20 5
(3,2), (3,3). Astfel, solutia admisibilaeste[ 0 0 25 |.
15 0 O

Pentru celulele nebazice avem urmatoarele circuite si respectiv cantitati 6;; (a se vedea (10.7):

Celula nebazica Circuitul ;)
o =—Cy;+Cy;1 —Ci2+¢C
21 21) = (11) — (13) — (2,3) — (2.1 21 21 11 13 23
1) @1 - 1D -13) - 23) - @21) _ e
o =—Cyy, +Ci, —Ci2+¢C
22 22) = (12) — (13) — (2,3) — (2.2 22 22 12 13 23
22) (22) - (12) - (1.3) - (23) - (2.2) e e T
832 = —C33+ 13 —Cqp +C3q

(3,2) 32)-(12) -1 - B1-B2) 042 -1+0=1

833 = —C33+ 13 —Cqq + C3q

(33) 33)-1L3)-AD- GBD-B3) =—0+3-1+0=[2]

Cele patru circuite sunt reprezentate mai jos, celulele bazice fiind marcate cu diagonala:

(2,1) 22)
1 2 3 1 2 3
25 20 5 25 20 5
3 4 1 3 4 1
25 25
0 0 0 0 0 0
15 15
(3,2) 3:3)
1 2 3 1 2 3
25 20 5 25 20 5
3 4 1 3 4 1
25 25
0 0 0 0 0 0
15 15
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Deoarece exista cantitafi §;; > 0 rezulta ca solutia nu este optima. Mai mult, avem

maxd;; = &

850 ij 33
prin urmare, se va putea determina o noua solutie introducand in circuitul celulei (3,3) valoarea
6 = min(x,3,x3;) = min(5,15) = 5:

X33 = X33+ 0 =0+ 5 =05 — celulastart a circuitului
X13 = X3 — 0 =5 —5 = 0 — celuld de pozitie para in circuit
X171 = X117 + 0 = 25 + 5 = 30 — celula de pozitie impara in circuit
X33 = X371 — 0 = 15 =5 = 10 — celula de pozitie pard In circuit.

30 20 O
Astfel, noua solutie admisibila este ( 0 0 25), iar tabelul asociat acesteia impreuna cu
10 0 5
celule bazice:
C
D Cy C;, C3 a;
1 2 3
by 30 20 >0
3 4 1
D, ”c 25
0 0 0
D, 10 c 15
90
b; 40 20 30 5

ITERATIA 2

Pentru celulele nebazice avem urmatoarele circuite si respectiv cantitdti 6;; (a se vedea (10.7):

Celula nebazica Circuitul ;)
(1,3) 13)-GB3)-GBD- @11 813 = —Ci13+ ¢33 —C31 + g
’ —(13) =-340-0+1=-2
2,1 21D-23)-GB3)- G1 021 = —Cp1+ a3 —C33+ €31
’ - (21) =-3+1-0+0=-2
837 = —Cpp ¥ Cip—Ciq +
22) @) -A)-An-@ |* T e Tt
' ~(3.3) - (3.2) — (2.2 —C33t+ 3
(33)-G2) - (22) =—442-140-0+1=-2
332)-(1,2)-(1,1) - (3,1) 03 = —C3p+ 12— €113
(3.2)
’ - (3,2) =-0+2-1+0=[1]
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Cele patru circuite sunt reprezentate in cele ce urmeaza:

(2,1)
(1,3) 1 > 3
1 2 3 30 20
30 20 3 4 1
3 4 1 e
25 0 0 0
0 0 0 10 p
10 5
(2,2 (3,2)
1 2 3 1 2 3
30 20 30 20
3 4 1 3 4 1
25 25
0 0 0 0 0 0
10 5 10 5

Deoarece exista cantitati §;; > 0 rezulta ca solutia nu este optima. Mai mult, avem

maxd;; =8

5ij> 0 ij 32
prin urmare, se va putea determina o noua solutie introducand in circuitul celulei (3,2)
valoarea 8 = min(x34, x15) = min(10,20) = 10:

X3y = X3, + 0 =0+ 10 = 10 — celula start a circuitului
X1, = X1, — 0 = 20 — 10 = 10 — celuld de pozitie para in circuit
X114 = X171 + 0 = 30 + 10 = 40 — celula de pozitie impara in circuit
X33 = X371 — 0 = 10 — 10 = 0 — celula de pozitie para In circuit.

40 10 O
Astfel, noua solutie admisibild este < 0 O 25) iar tabelul asociat acesteia impreuna cu
0 10 5
celule bazice:
C
D C1 Ca C3 a;
1 2 3
Dr | 4 10 >0
3 4 1
D, 55 25
0 0 0
Ds 10 c 15
90
b; 40 20 30 N

ITERATIA 3

Pentru celulele nebazice avem urmatoarele circuite si respectiv cantitati 6;; (a se vedea (10.7):
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Celula Circuitul 8
nebazica
(1,3)-(@33)—-(3B2)—- (1,2) 813 = —Ci3+C33 —C32+Cq
(1,3) ~(1,3) =-34+0-0+2=-1
81 = —Cp1+ C11 — Cip +
@1 @D-AD-12)= @) | P T e
' —G3) - @3- —6333 +Cfg 240-041=-3
2,2) (2,2)-(23)-(33)-(32) 822 = —Cpp+ Ca3 — C33 + C33
’ —(2,2) =—4+2-3+1=-4
(3,1 GH-11D)-12)- (32) 631 = —C31+cC1y—CptC3p
' -1 =—041—-2+0=—1.

Cele patru circuite sunt reprezentate mai jos:

13
1 (1, )2 ] 1)
1 2 3
40 10
3 : N 40[> 10> :
25 3 4
0 0 0 25
10 5 0 0 0
10 5
(2,2) (3,1)
1 2 3 1 2 3
40 10 40 10
3 4 1 3 4 1
25 25
0 0 0 0 0 0
10 5 10 5

Deoarece exista doar cantitati 6;; < 0 rezulta ca solutia este optima, optimul problemei fiind
min(f(x)) =1-40+2-10+1-25+0-10+0-5 = 85.
O
METODA 11

Algoritmul care urmeaza reprezinta algoritmul simplex pentru o problema de minim,
aplicat in cazul particular al problemei de transport.

Pasul 1. Fiecdrui furnizor/depozit F;, respectiv fiecarui consumator/beneficiar C; 1 se asociaza
o variabila u; i respectiv v;,i = 1,m,j = 1,n;

Pasul 2. Fiecarei celule(i, j) bazice i se asociaza ecuatia u; + v; = ¢;;, rezultind un sistem cu
m + n necunoscute (m de u; sin de v;) sim + n — 1 ecuatii;

Pasul 3. Se determina o solutie particulard a acestui sistem, egaland una din necunoscute cu 0
(de preferat pe cea care apare de cele mai multe ori);
Pasul 4. Se calculeaza costurile “secundare” c;; = u; + v; pentru toate celulele;
Pasul 5. Se calculeaza diferentele A;;= ¢’;; — c;; pentru toate celulele;
Pasul 6. Se analizeaza cantitatile A;; astfel determinate.
- daca toti sunt mai mici sau egali cu 0 solutia gasita este optima — STOP
- daca existd A;; strict pozitivi atunci solutia actuald nu este optima si se trece
la pasul urmator.
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Pasul 7. Se determina celula (1, J) corespunzatoare lui A;; maxim. Ea va fi cea care va intra in
baza apoi se construieste circuitul aferent;
Pasul 8. Se determind 6 conform relatiei (10.5)

Pasul 9. Se introduce 6 in circuitul celulei (I, ), conform relatiilor (10.4) obtinandu-se o noua
solutie admisibila de baza si se revine la Pasul 2.

Rezolvarea sitemului de ecuatii u; + v; = ¢;; , determinarea costurilor “secundare”
c'ij = u; + v; precum si a diferentelor A;j= c';; — c;; se poate face direct in urmatorul tabel:

’U.
’U frd cee ’U frd
ui 1 n
c C1
11 n U =
X11 X1in
!
c ij AU
Cmi Cmn -
m=
Xm1 Xmn

Pe parcursul aplicarii algoritmului pot sa apara solutii admisibile degenerate care pot
conduce la un fenomen numit fenomen de ciclaj. Pentru evitarea acestei situatii se
intrebuinteazad metoda perturbarii. Aceasta constd in inlocuirea cantitatilor a; cu a; + &, si
cantitatii b,, cu b, + me (unde ¢ reprezintd o cantitate foarte mica, strict pozitiva). La finalul
algoritmului, dupa determinarea solutiei optime a problemei perturbate, se pune ¢ =0 ,
obtinandu-se solutia optima a problemei initiale.

Sa considerdm acum problema de transport din Exemplul 10.2 si s o rezolvam folosind
cea de-a doua metoda.

O Exemplul 10.3 Sa se determine solutiile optime ale problemei de transport:

C

D C1 Ca C3 a;

D, 3 4 1 25
75

b; 40 20 30 5

Asa dupd cum s-a vazut, in vederea echilibrarii s-a adaugat un depozit cu costuri zero rezultand
un nou tabel:

C

D C; C, Cs a;

D, 1 2 3 1 50

D, 3 4 L1 g5

D, 0 0 01 15
90

b; 40 20 30 5
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ITERATIA 1

O solutie admisibila de baza determinata prin metoda costului minim din tabel (cmt) este:

C

D Cy C, Cs a;
1 2 3

by 25 20 5 >0
3 4 1

D, 28 25
0 0 0

Dy | .. 15

90
b; 40 20 30 5

25 20 5

astfel, solutia admisibila este <O 0 25). Optimalitatea acestei solutii presupune
15 0 0

rezolvarea sistemului de ecuatii

ui+vj =Cij (1010)
folosind celulele bazice:
u1+v1:C11 u1+v1:1
u1+U2=C12 u1+v2:2
u1+v3=C13 u1+v3=3
uz + U3 = C23 sau uz + vg = 1
Uz + V3 =C3 uz+v, =0
ul = O. ul = O.
O

O Observatia 10.7 Se remarca faptul ca u, apare de trei ori in cadrul sistemului, motiv pentru
care 1 s-a dat valoarea initiala u; = 0.

Solutia sistemului este:
ul = 0,1.71 S 1,172 S 2,173 = 3,u2 S _2,u3 S _1,

unde ordinea alegerii celulelor in vederea determindrii necunoscutelor w;, v; este: (1,1), (1,2),
(1,3),(2,3), (3,1).
Costurile ”secundare” ¢’;; = u; + v; vor fi:
C’11 =Uu + V1 C’12 =Uuq + U, C,13 =Uuq + (%]

C’21 =Uy + V1 Clzz =Uu, + U, C’23 =Uu, + V3
C,31 = u3 + 171 C,32 = u3 + 172 C,33 S u3 + 1.73

respectiv

C’11=0+1=1 C,12=O+2=2 C,13:0+3:3
C’21=_2+1=_1 C’22=_2+2=0 C,23=_2+3=1
C,31:_1+1:0 C,32:_1+2:1 C,33:_1+3:2
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Diferentele A;j= c';; — ¢;; vor deveni:

A11=1_1=0

A31:0_0:0

A12=2_2=0

A32:1_O:1

maxA;; = Azs

Aij>0

A13=3_3=0
A21=_1_3=_4‘ A22=0_4‘=_4‘ A23:1_1:O
A33=2_0=.

Deoarece existd A;;> 0 atunci solufia actuald nu este optima. Mai mult, avem

prin urmare, se va putea determina o noua solutie admisibila.

va introduce in acest circuit valoarea valoarea 8 = min(x;3,x3;) = min(5,15) = 5:

Astfel, noua solutie admisibild este <

celule bazice:

Celulei (3,3) i se asociaza circuitul: (3,3) — (1,3) — (1,1) — (3,1) — (3,3), prin urmare se

30 20 0
0 0 25
10 0 5
C
D C; C, Cs a;
1 2 3
by 30 20 50
3 4 1
D, - 25
0 0 0
D, 10 c 15
90
b; 40 20 30 5

X33 = X33 +0 =0+ 5 =5 — celulastart a circuitului
X13 = X133 — 0 =5—5 =0 — celuld de pozitie para in circuit
X114 = x11 + 0 = 25+ 5 = 30 — celula de pozitie impara in circuit
X317 = X331 — 60 = 15 —5 = 10 — celula de pozitie para in circuit.

) iar tabelul asociat acesteia impreuna cu

O

O  Observatia 10.8 Rezolvarea sistemului de ecuatii (10.10) w; + v; = ¢;;, determinarea
costurilor “secundare” c;; = u; + v; precum si a diferentelor se poate face direct in urmatorul tabel:

‘uv] Ul = 1 Uz = 2 U3 = 3
i
=0 1 2 0 0 0
25 20 5 !
> 1 "y = =2 -1 0 —4 —4 0
> sy = —1 0 1 0 1
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ITERATIA 2
Optimalitatea noii solutii admisibile presupune rezolvarea sistemului de ecuatii
U; + Uj = Cij

folosind celulele bazice:

U + v =cqq u+v =1
Uy + vy =Cqp U +v, =2
Uy + V3 = (3 U, +v3 =1
Uz +v; =¢3; sau u3+v;=0
Uz + V3 = C33 uz +v3 =0
u1=0. ulzo_

O Observatia 10.9 Chiar daca u; nu apare de cele mai multe ori, 11 vom da valoarea initiala
U, = 0.

Solutia sistemului este:
u, = 0,171 = 1,172 = 2,U,3 = _1,173 = l,uz = 0,

unde ordinea alegerii celulelor in vederea determindrii necunoscutelor w;, v; este: (1,1), (1,2),
(3,1), (3,3), (2,3).

Costurile “secundare” ¢'; j = u; +vjvor fi:

C,11 = U + V1 C,12 =Uu + (%] C,13 =Uuq + V3
C,21 = uz + vl C,22 = uz + vz C,23 S uz + 173
C’31 = Uus + V1 C’32 = Uj + U, C,33 = Uj + V3

respectiv

C’11:0+1:1 C’12:0+2:2 C,13=0+1=1
C,21:O+1:1 C,22:O+2:2 C,23:0+1:1
C’31=_1+1=0 C,32=_1+2=1 C,33=_1+1=0

Diferentele A;j= c';; — ¢;; vor deveni:

Ai=1-1=0 Ap=2—-2=0 A;3=1-3=-2
Apyy=1-3==2 Ap=2—-4=—-4 pApy=1-1=0
A;;=0—-0=0 A32=1—0= A33=0—-0=0.

Deoarece exista A;;> 0 atunci solufia actuald nu este optima. Mai mult, avem

maxA;; = A
2SO0 ij 32

prin urmare, se va putea determina o noua solutie admisibila.

Celulei (3,2) i se asociaza circuitul: (3,2) — (1,2) — (1,1) — (3,1) — (3,2), prin urmare se
va introduce in acest circuit valoarea 8 = min(x;,, x3;) = min(20,10) = 10:
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X3 =x3+0 =0+ 10 =10 — celula start a circuitului

X3 = X1, — 0 = 20 — 10 = 10 — celula de pozitie pard In circuit

X117 = X117 + 0 = 30 + 10 = 40 — celula de pozitie impara in circuit

X317 = X31 — 60 =10 — 10 = 0 — celulad de pozitie para in circuit.

Astfel, noua solutie admisibild este < 0

celule bazice este :

O Observatia 10.10 Operatiile Iteratiei 2 se pot face direct in urmatorul tabel:

40 10 O
0 25 | iar tabelul asociat acesteia impreuna cu
0 10 5
C
D C1 Ca Cs a;
1 2 3
Di | 40 10 >0
3 4 1
D, ”c 25
0 0 0
Ds 10 5 15
90
b; 40 20 30 50

Optimalitatea noii solutii admisibile presupune rezolvarea sistemului de ecuatii u; + v; = ¢;;

folosind celulele bazice:

ul +v1 = Cll
Uuq +U2 = C12

U, + U3

Uz +U2 = C32

C23
sau

u3 +173 S C33

u, =

0.

u +v =1
U +v, =2
U, +v3 =1
uz+v, =0
uz +v3 =0
u; = 0.

;] 171 = 1 1.72 = 2 1.73 = 1
i
1 2 31 4, =0 1 2 1 0 0 2
30 20 !
3 4 1 1 2 1 -2 -2 0
25 uz = 0
0 0 0|, —_1 0 1 0 0 0
10 5 3
ITERATIA 3

O Observatia 10.11 Chiar daca u, nu apare de cele mai multe ori, 1i vom da valoarea initiala

u1=0.

Solutia sistemului este:
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unde ordinea alegerii celulelor in vederea determindrii necunoscutelor w;, v; este: (1,1), (1,2),

(2,3), (3,3), (2,3).
Costurile "secundare” ¢’;; = u; + v; vor fi:

C,13 S u1 + 173
C,23 =Uu, + V3
C,33 S u3 + 173

C,12 =Uuq + U,
Clzz =Uu, + U,
C,32 = u3 + vz

C’11 =Uu + V1
C’21 =Uy + V1
C,31 = u3 + vl

respectiv

C,12:O+2:2
C,22:_1+2:1
C’32=_2+2=0

C’11:0+1:1
C,21:_1+1:0
C’31=_2+1=_1

Diferentele A;j= c';; — ¢;; vor deveni:

A11=1_1=0 A12=2_2=0 A13:2_3:_1
A21=0_3=_3 A22=1_4‘=_3 A23=1_1=0
A31:_1_0:_1 A32:0_O:0 A33=0_0=0.

C,13=0+2=2
C,23:_1+2:1
C’33=_2+2=0

Deoarece toti A;; sunt negative, rezultd ca solufia actuald este optimd, iar optimul este

min(f(x)) = 85.

O Observatia 10.12 Operatiile Iteratiei 3 se pot face direct in urmatorul tabel:

117] Ul = 1 172 = 2 U3 = 2
i
1 2 3 1 2 2 0 0 1
—0
40 10 t
3 4 (1 DO 0 1 1 —3 —3 0
25 Y2 =~
0 0 0 — 1 0 0 1 0 0
10 5 Us = 2
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Sa se determine solutiile urmatoarelor probleme de transport:

0 A10.1
B1 | B> | Disponibil
Dy 4 2 25
D> 3 1 35
Necesar | 20 | 40
0 A10.2
B1 | B> | B3z | Disponibil
Di 3 4 1 35
D> 2 5|1 6 25
Necesar | 20 | 25 | 15
0 A10.3
B1 | B> | Disponibil
Dy 4 1 25
D> 2 3 35
D3 6 5 20
Necesar | 55 | 25
0 A10.4
Bi | B> | Disponibil
Di 2 3 25
D> 1 4 35
Necesar | 30 | 50
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Aplicatii propuse

0 A10.5
B1 | B> | Disponibil
D1 2 3 45
D> 5 4 35
Necesar | 20 | 40
0 A10.6
B1 | B> | B3 | Disponibil
Di 6 21 4 35
D> 3 5 1 25
Necesar | 20 | 35 | 15
0 A10.7
Bi | B> | Disponibil
D 4 5 25
D> 2 3 35
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Link-uri utile

https://www.studocu.com/ro/course/universitatea-alexandru-ioan-cuza-din-iasi/matematici-
aplicate-in-economie/3127391

http://www.beacom.ro/demo/dorin/exemple/
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