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Introducere

Clursul Structuri de date a fost elaborat ca suport didactic in special pentru studentic anului [
din domeniul informaticii si ofera o descriere detaliata a principalelor structuri necesare pentru

dezvoltarea aplicatiilor soft.

Fiecare capitol este dedicat unei anumite categorii de structuri si este structurat in unitatt de
invatare. Aceste unitati contine definitiile structurilor discutate, operatiile principale, algoritma
in pseudo-cod, consideratii despre complexitate, exemple si exercitit propuse spre rezolvare. Pro-
blemele propuse la sfarsitul fiecarei unitati sunt rezolvate si au ca scop aprofundarea notiunilor

discutat in partea teoretica.

In cadrul orelor de laborator, vor fi implementate o parte dintre structuri, vor fi utilizate
in contextul unor probleme si de asemenea va fi introdusa biblioteca standard C' + +, cores-
punzatoare celor discutate teoretic la curs. Aceasta biblioteca permite dezvoltarea de aplicatii

eficiente si puternice in versiunile moderne de C'+ + si usureaza considerabil munca progra-

matorilor
Obiectivele cursului Cursul de Structuri de date are ca obiectiv principal
formarea unor fundamente in aceasta zona, intelegerea unor principalelor
N structuri de date folositoare in aplicatiile de software, precum si modul de
/ utilizare eficienta a acestora, adaptat la probleme specifice. De asemenea,
A urmareste familiarizarea studentilor cu modul de implementare a acestor

structuri, eficienta lor teoretica, dar si in contextul rezolvarii de probleme

concrete.
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Competente conferite

La sfarsitul acestui curs, studentii vor fi capabili:

sa inteleaga principalele structuri de date: liste, stive, cozi, tabele de dispersie,

cozi de prioritate, arbori binari de cautare;

e sa inteleaga modul de functionare al unor structurt de date mai avansate, precum

B-arbori sau arbori quad;
e sa implementeze structurile de baza;
e sa poata selecta structurile adecvate rezolvarii unor probleme concrete;

e sa poata estima complexitatea structurilor folosite in aplicatii concrete.

Resurse si mijloace de lucru
Rezolvarea problemelor necesita compilator pentru limbajul folosit in elaborarea pro-

gramelor: C'+ +.

Structura cursului

Cursul de procesare de imagine este structurat in 12 unitati de invatare. Fiecare
unitate de invatare cuprinde: obiective, aspecte teoretice privind tematica unitatii de
invatare respective, exemple, teste de autoevaluare precum si probleme propuse spre
discutie si rezolvare / implementare.

De asemenea la finalul cursului, in Anexa, sunt propuse 4 teme de control, dedicate
activitatii practice la laborator. Acesta trebuie rezolvate acasa si vor fi prezentate
oral la finalul semestrului.

Solutiile problemelor din testele de autoevaluare propuse la finalul fiecarei unitati, se

afla imediat dupa testele corespunzatoare.

Cerinte preliminare
Discipline necesare a fi parcurse si eventual promovate inaintea acestei disciplinei sunt

algoritmica, notiuni de matematica de liceu si cursul de fundamentele programarii.

Durata medie de studiu individual
Parcurgerea de catre studenti a unitatilor de invatare ale cursului de Structuri de
date (excluzand rezolvarea testelor de evaluare) se poate face in timpul indicat pentru

fiecare unitate.
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&P Modul de evaluare
Studentii vor fi evaluati pe baza unei note de laborator si a unei note la examenul

scris. Fiecare nota reprezintd 50% din nota finala.

Nota de laborator e obtine in modul urmator

e 0 testarea de laborator, a carei nota reprezinta 80% din nota finald de

laborator.

e evaluare continua a activitatilor din timpul orelor de laborator si a temelor

de laborator, aceasta nota reprezinta 20% din nota de laborator.

Pentru promovare este necesara obtinerea notei minime 5 atat la laborator cat

si la examenul scris.



Test initial

1. Care este diferenta dintre o variabila si o constanta?

2. Cum se declara si cum se utilizeaza un tablou in C++7

3. Ce este o functie si care sunt avantajele utilizarii functiilor?

4. Ce Inseamna transmiterea parametrilor prin valoare si prin referinta?

5. Care este diferenta dintre bucla while si cea do-while?

6. Ce este recursivitatea si puteti da un exemplu simplu de functie recursiva?

7. Ce este un pointer? Cum se poate aloca dinamic memoria cu ajutorul pointerilor in
limbajul C++7

8. Ce este un algoritm?
9. Cum ati sorta un sir de numere in ordine crescatoare folosind o metoda simpla?
10. Care este diferenta dintre cautarea liniara si cautarea binara?
11. Ce inseamna complexitatea temporala a unui algoritm?
12. Puteti da exemple de operatii de baza asupra unui tablou (inserare, stergere, cautare)?
13. Ce este o relatie de ordine (de exemplu <) si cum se foloseste in algoritmi?
14. Ce este o structura (struct) si in ce situatii este utila?

15. De ce este importanta analiza complexitatii algoritmilor inainte de implementare?

10



Capitolul 1

Structuri de date de baza

Introducere

Structurile de date reprezinta colectii de elemente (date) in care exista anumite relatii
structurale. Fiecare element dintr-o astfel de structura are o anumita pozitie in cadrul structurii
si exista un mod specific de acces al acestui element.

In informatica, structurile de date sunt utilizate pentru memorarea si manipularea eficienta
cu calculatorul a unor multimi dinamice de date. Denumirea de multim: dinamice provine de

la faptul ca acestea pot suferi modificari prin operatii de inserare si/sau extragere de elemente.

Reprezentarea elementelor unei multimi

In anumite situatii, de exemplu in cazul listelor inlantuite sau a arborilor, un element al
unei multimi dinamice de date este reprezentat printr-o structura / clasa, care dispune de mai
multe campuri, dintre care unele contin informatii de interes, iar altele pointeri (legaturi) catre
alte elemente ale multimii de date (urmaétor, precedent in cazul listelor inlantuite sau parinte,
fii in cazul arborilor).

Unele structuri presupun existenta unui camp cheie, care identifica in mod unic fiecare
element.

In cazul cheilor provenind din multimi bine ordonate, de exemplu numere intregi, caractere,
siruri de caractere, pot fi efectuate operatii de ordonare / sortare sau de determinare a elemen-
tului cu cheia minima respectiv maxima din multimea dinamica pastrata in structura de date

respectiva.

Operatiile efectuate asupra unei multimi dinamice de date pot fi de doua tipuri:

1. Cereri - operatii care extrag informatii din multimea de date, cea mai importanta fiind

cautarea unui / accesul la un element

11



12 CAPITOLUL 1. STRUCTURI DE DATE DE BAZA

2. Operatii de modificare a multimii - inserarea / stergerea unui element.

Exista un numar mare de diferite structuri de date, fiecare avand proprietati specifice si
fiind adaptate rezolvarii unui anumit tip de probleme. Alegerea structurii de date potrivite in
cadrul unui program ar trebui sa tina cont de rezultatul dorit si de complexitatea de timp si
memorie pe care le presupune utilizarea acelei structuri pentru problema data.

In cadrul lucririlor de laborator va fi introdusd biblioteca C + + Standard Template Li-
brary (STL), care are implementate majoritatea structurilor care vor fi discutate si faciliteaza
astfel rezolvarea problemelor folosind limbajul C' + +. Desigur, fiecare limbaj de programare
are propriile implementari ale structurilor de date, dar ideile principale din spatele acestora si
complexitatea operatiilor sunt cele discutate in partea teoretica.

In acest capitol vor fi introduse cele mai simple structuri de baza, precum listele inlantuite,

stivele si cozile.

Competente

La sfarsitul acestui modul de invatare studentii:

e Utilizeaza structurile de date de baza pentru implementarea algoritmilor.

Implementeaza o lista simplu inlantuita impreuna cu operatiile de baza pe aceasta.

Implementeaza o lista dublu inlantuita impreuna cu operatiile de baza pe aceasta.

Definesc si utilizeaza in contexte concrete stivele si cozile.

Explica complexitatea operatiilor pe structurile de date discutate.
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1.1 Unitatea 1 - Liste inlantuite

!

(@ 1.1.1 Introducere

Listele inlantuite, alaturi de tablouri (vectori), fac parte din categoria celor mai simple
structuri de date si au elementele aranjate in mod secvential. Spre deosebire de vectori, care
au de asemenea elementele aranjate secvential atat din punct de vedere conceptual, cat si
in memorie, in cazul listelor, desi trecerea de la un element la altul se realizeaza secvential,
elementele acestora nu sunt aranjate in locatii de memorie succesive. Accesul unui element din
lista se face pe baza adresei acestuia, stocata de catre elementul precedent. Astfel de structuri
permit inserarea si extragerea in mod eficient a unor elemente, fara a necesita deplasarea
celorlalte elemente, asa cum este cazul de exemplu pentru vectori. In unitatea de fata vor fi
prezentate listele simplu si dublu inlantuite, modul lor de functionare, implementarea, precum
si complexitatea operatiilor principale.

O lista inlantuita este o structura de date in care fiecare element este la randul sau o struc-
tura cu mai multe campuri, dintre care unul contine informatia, iar celelalte reprezinta legaturi

de tip pointer catre elementele vecine din lista.

) / 1.1.2 Obiective

La sfarsitul acestei unitati de invatare studentii vor intelege:
e Ce este o lista simplu inlantuita si cum functioneaza.

e Ce este o lista dublu inlantuita si cum functioneaza.

Durata medie de studiu individual

Parcurgerea de catre studenti a acestei unitati de invatare se face in 2 ore.

1.1.3 Liste simplu inlantuite

Fiecare element al unei liste simplu inlantuite este o structura care dispune de un camp
pentru informatie si de un camp de legatura catre urmatorul element din lista.

Spre deosebire de un vector / array, elementele unei liste inlantuite nu sunt neaparat me-
morate in zone de memorie adiacente si deci nu este necesara alocarea unui bloc de memorie
compact pentru elemente sale. In schimb, de fiecare data cand se adauga un nou element la
lista, este necesara alocarea de memorie pentru acest element, iar cand se sterge un element din

lista, trebuie eliberata memoria corespunzatoare. In C' + + eliberarea memoriei trebuie facuta
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explicit cu comanda delete. Alte limbaje de programare dispun de un asa numit garbage

collector, care se ocupa de eliberarea memoriei, cand nu mai este necesara.

Accesul la elementele listei se realizeaza prin capul listei, reprezentand primul element.

Astfel este necesara o variabila pentru pastrarea adresei primului element al listei.

Exemplu: de lista simplu inlantuita.

[ 7] F=to [T o[ G 3 [ il

L.prim

Pe o lista simplu inlantuita pot fi definite diferite operatii. Printre acestea cele mai frecvente
sunt: adaugarea / stergerea unui element la inceputul listei, eliminarea elementelor cu o anumita
valoare (cheie), cautarea unui element precum si parcurgerea listei. Cativa dintre algoritmii
pentru implementarea operatiilor pe liste simplu inlantuite sunt prezentati in continuare. Vom
considera pentru aceasta o structura de tip lista simplu inlantuita care are ca atribute un
pointer la primul element din lista, denumit prim si o valoare intreaga nr_elemente care indica
numarul de elemente prezente in lista. Fiecare element al listei este o structura de tip NOD,
cu un camp cheie pentru informatie si un camp urmator, care indica urmatorul element din

lista. Pentru ultimul element campul urmator este nil.

Adaugarea unui element la inceputul unei liste

Algoritm: LISTA_ADAUGA _PRIM
Input: O lista L, o valoare val care se adauga la inceputul listei.

start
aloca memorie pentru un nod nou

nou.cheie < val
nou.urmator < L.prim

L.prim < nou

nr_elemente < nr_elemente + 1
stop

Algoritmul LISTA_ADAUGA_PRIM permite adaugarea a unei noi valori val la inceputul

unei liste L. Acest algoritm este ilustrat in figura 1.1.

Complexitate: Algoritmul de adaugare a unui element la inceputul listei are complexitate

constanta de timp O(1)
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7] = ol o[ —{uf =[5 [ =il

L.prim

nou (31—l
7 [ =t o[ o[ uf =3 ] Fnil

L.prim

—= [ o [0 [ 5] i

L.prim

L~ .
T 3~ [T o [ L[5 F—il

L.prim

Figura 1.1: Adaugarea valorii 21 in lista simplu inlantuita din imagine.

Cautarea unui element

Accesul la oricare element din lista se realizeaza prin parcurgerea acesteia, incepand de la
capul listei, reprezentat prin elementul prim. De asemenea, cautarea unui anumit element se
realizeaza tot prin parcurgerea listei pornind de la primul element, pana la identificarea ele-
mentului cautat sau pana se ajunge la sfarsitul listei, caz in care cautarea se termina prin esec.
Algoritmul de cautare al unei chei (valori) val intr-o lista simplu inlantuita L este prezentat

mai jos.

Algoritm: LISTA_CAUTA
Input: Lista simplu inlantuita L, valoarea cautata val

start
curent <— L.prim

cat_timp curent # nil si curent.cheie # val executa
| curent < curent.urmator

sfarsit_cat_timp

returneaza(curent)
stop

Functia LISTA_CAUTA returneaza un pointer catre zona de memorie in care este stocat

elementul cu valoarea val. In cazul in care acest element nu exista, algoritmul returneaza nil.

Complexitate: Cautarea unui element cu o anumita valoare din lista presupune parcur-
gerea acesteia, pana se intalneste valoarea respectiva. In cel mai defavorabil caz, atunci cand
elementul nu se afla in lista sau se afla pe ultima pozitie, trebuie parcursa intreaga lista. In

medie complexitatea este liniara, ©(n), unde n = lungimea listei.
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Eliminarea unei valori dintr-o lista

Pentru a sterge o anumita valoare dintr-o lista inlantuita, mai intai trebuie gasit nodul
ce retine aceasta valoare. Apoi trebuie realizata legatura dintre nodul care precede valoarea
cautata si nodul care urmeaza. Stergerea dintr-o lista simplu inlantuita poate fi implementata
in diferite moduri. O varianta este aceea de a transmite ca parametru functiei de stergere o
valoare, care se doreste a fi eliminata. In functie de modul de implementare ar putea fi eli-
minata prima aparitie a valorii in lista sau toate aparitiile (sau ce alte variante se doresc).
Algoritmul de mai jos prezinta varianta de eliminare a tuturor aparitiilor unei valori in lista si

are complexitate liniara, deoarece presupune parcurgerea intregii liste.

Algoritm: LISTA_ELIMINA
Input: O lista simplu inlantuita L, valoare val care trebuie eliminata

start

cat_timp L.prim # nil si L.prim.cheie = val executa
| LISTASTERGE_PRIM(L)

sfarsit_cat_timp

daca L.prim = mil atunci
| returneaza()

sfarsit_daca
curent <— L.prim
cat_timp curent.urmator # nil executa

daca curent.urmator.cheie = val atunci
nod < curent.urmator

curent.urmator < curent.urmator.urmator
elibereaza memoria alocata pentru nod

nr_elemente < nr_elemente — 1
sfarsit_daca

altfel
| curent < curent.urmator

sfarsit_daca

sfarsit_cat_timp

stop

In functia LISTA_ELIMINA, variabila curent reprezinta nodul cu ajutorul caruia se par-
curge lista si, in final, nodul dinaintea nodului care va fi sters. Stergerea din lista presupune
de fapt legarea elementului curent, de nodul care 1i urmeaza lui curent.urmator. In cazul in
care valoarea pe care dorim sa o stergem se afla chiar la inceputul listei, se apeleaza functia

LISTA_STERGE_PRIM, care presupune eliminarea primului element al listei si a carei imple-
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curent curent.urmator
—[ @@wl -5 i
L.prim

curent curent.urmator curent.urmator.urmator

{

—[7] 4—491 | 1 I =[5 il
L.prim

cuient curent.urmator
—[ 7 [ =t o [T ] [ [ G~ 3] ——hil
L.prim
—[ 7 [ =t o[ f—{u] G 3 [ il
L.prim

Figura 1.2: Stergerea valorii 0 dintr-o lista simplu inlantuita.

mentare ramane ca exercitiu. Algoritmul este ilustrat in figura 1.2.

Complexitate: Stergerea unei anumite valori din lista presupune parcurgerea acesteia,

pana la capat si atunci cand se intalneste valoarea respectiva, nodul se elimina. Complexitatea

operatiei este liniara, ©(n), unde n este lungimea listei.

Desigur, exista o serie de alte operatii care pot fi efectuate pe o lista simplu inlantuita,

majoritatea presupunand iterarea prin elementele acesteia. Spre exemplu, se pot insera sau

sterge elemente pe baza unor constrangeri, se pot efectua sortari, etc.

'ﬁ))/o‘ Implementati o structura de tip LISTA, care are ca membru un po-

inter la o structura de tip NOD, numit prim si un membru de tip int,

care pastreaza numarul de elemente ale listei. In plus,
functiile LISTA_ADAUGA_PRIM, care adauga un element la inceputul listei,
LISTA_CAUTA, care returneaza un pointer la nodul ce contine elementul cautat
sau nil, precum si LISTA_STERGE_PRIM, care sterge primul element al unei

liste simplu inlantuite.

LISTA dispune de

De asemenea implementati o functie care permite parcurgerea listei de la

primul element pana la ultimul si afisarea valorilor din lista.

1.1.4 Liste dublu inlantuite

Spre deosebire de elementele unei liste simplu inlantuite, elementele unei liste dublu inlantuite

poseda, alaturi de o legatura spre urmatorul element, si o legatura catre elementul precedent.
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Accesul la elementele din lista se poate realiza prin capul listei, care indica primul element,
dar si prin ultimul element. Vom considera fiecare element din lista dublu inlantuita ca fiind
o structura de tip NOD, care dispune de campurile cheie pentru informatie, precedent pentru

legatura la elementul precedent si urmator pentru legatura la elementul urmator din lista.

Algoritmii prezentati in [4] trateaza liste dublu inlantuite, in care accesul se realizeaza doar
la capul listei, printr-o variabila prim, adaugarea in lista facandu-se doar la inceputul acesteia.
In acest curs insa, vom considera o implementare similara celei din biblioteca STL, in care
accesul poate avea loc atat de la primul element, cat si de la ultimul si functiile de adaugare si
stergere se vor realiza la ambele capete in complexitate constanta. Structura LIST A dispune
in acest caz de doua campuri: prim si ultim, care reprezinta pointeri catre primul, respectiv
ultimul element din lista, precum si de un camp nr_elemente care contorizeaza numarul de

elemente prezente in lista.

Exemplu: exemplu de lista dublu inlantuita.

L.prim L.ultim

1 1 I 1 T 1 T /
e F =S 0 P =S F =S =

Printre cele mai importante operatii asupra unei liste dublu inlantuite sunt: adaugarea
/ eliminarea unui element, stergerea unei valori din lista sau iterarea prin lista in ambele
directii. Cautarea unui element presupune parcurgerea listei de la primul element pana la
gasirea acestuia sau pana la sfarsitul listei, in caz de esec. In continuare vor fi descrise cateva
dintre operatiile de baza, impreuna cu algoritmii In pseudocod. Alte operatii sunt propuse

pentru implementare in temele de laborator.

Adaugarea unui element la inceputul unei liste

Adaugarea unui noi element la inceputul listei presupune alocarea de memorie pentru noul
element. Apoi acesta trebuie sa fie legat de primul element din lista. Spre deosebire de algo-
ritmul in cazul listei simplu inlantuite, in cazul introducerii intr-o lista vida, trebuie tratat si
campul ulitm. Algoritmul in pseudocod este redat in continuare, iar procesul este ilustrat in

figura 1.3.
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Algoritm: LISTA_ADAUGA_PRIM
Input: O lista dublu inlantuita L, a valoare val care se adauga la inceput.

start
aloca memorie pentru un nod nou

nou.cheie < val
nou.urmator <— L.prim
nou.precedent <— nil

daca L.prim # nil atunci
| L.prim.precedent < nou

sfarsit_daca

altfel
| L.ultim < nou //ultimul element vor indica spre nou

sfarsit_daca

L.prim < nou //primul element vor indica spre nou

nr_elemente < nr_elemente + 1
stop

Complexitate: Algoritmul de adaugare a unui element la inceputul listei are complexitate

constanta de timp si de memorie - ©(1).

nou L.prim __Lultim

(1 [ nil PEIIEDIIE0 I i

nou /L.ultim
o el T I e o B2 I = ) ) I = ) I = [ I = = N I
___#?

L.prim

nou L.ultim

1 1 I 1 I 1 “~—
nil b o] o T3 [IE o [FEM[ I3 ] il

L.prim

nou /L.ultim

mlb— || == [ [FE o [FEM I [ ] il

L.prim

Figura 1.3: Adaugarea valorii 21 intr-o lista dublu inlantuita.

Similar poate fi definit un algoritm pentru inserarea unui nou element la sfarsitul listei

folosind accesul la ultimul element indicat de ultim.

'fo:D/O= Implementati o functie LIS TA_INSEREAZA care are ca parametru un element
de tip nod si o valoare si care insereaza valoarea dupa nodul respectiv. Varianta:
Se dau ca parametri doua valori vall si val2 si functia insereaza val2 dupa prima

aparitie in lista al lui val2. Observati diferentele intre cele doua variante.
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Stergerea dintr-o lista dublu inlantuita

Stergerea dintr-o lista dublu inlantuita poate insemna eliminarea primului sau a ultimului
element, eliminarea aparitiei unei anumite valori (implica o cautare, similar cu stergerea din
lista simplu inlantuita) sau eliminarea unui nod, care a fost deja identificat, de exemplu dupa
apelul functiei LISTA_CAUTA.

Functia LISTA_STERGE prezentata mai jos, realizeaza stergerea unui element dintr-o lista
inlantuita reprezentat printr-un pointer la nodul respectiv. Acest lucru se poate face, daca in
prealabil a fost identificat elementul pe baza unei cautari.

Algoritm: LISTA STERGE
Input: O lista dublu inlantuita L, pointer la un nod del care trebuie sters.

start

daca del.precedent # nil atunci
| del.precedent.urmator < del.urmator

sfarsit_daca

altfel
| L.prim < del.urmator

sfarsit_daca

daca del.urmator # nil atunci
| del.urmator.precedent < del.precedent

sfarsit_daca

altfel
| L.ultim < del.precedent

sfarsit_daca

elibereaza memora alocata pentru del

nr_elemente <+ nr_elemente — 1
stop

Complexitate: Operatia de stergere efectiva are complexitate constanta. Desigur, iden-

tificarea elementului, care trebuie sters, presupune iterarea prin lista si deci complexitate liniara.

1'6)/0‘ Implementati urmatoarele functii pentru o lista dublu inlantuita:
o LISTA STERGE_PRIM care elimina primul element din lista.

o LISTA STERGE_ULTIM care elimina ultimul element din lista.

Functia LISTA_ELIMINA, prezentata in cele ce urmeaza, are ca parametru o valoare val
care se doreste eliminata din lista dublu inlantuita. Acest lucru presupune parcurgerea listei si

la Intalnirea valorii respective apelarea functiei LISTA_STERGE, definita mai sus.
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Algoritm: LISTA_ELIMINA
Input: O lista dublu inlantuita L, o valoare val de eliminat.

start
curent <— L.prim

cat_timp curent # nil executa
temp < curent

curent < curent.urmator

daca temp.cheie = val atunci
| LISTA_STERGE(temp)

sfarsit_daca

sfarsit_cat_timp

stop

Complexitate: Stergerea efectiva este ©(1), iar parcurgerea listei este ©(n), n - numarul

de elemente din lista. Astfel complexitatea functiei este ©(n).

Cautarea unui element

Algoritmul pentru cautarea unui element intr-o lista dublu inlantuita este identic cu cel de
cautare intr-o lista simplu inlantuita, are in mod evident complexitate ©(n), unde n reprezinta
numarul de elemente ale listei si nu va fi redat inca o data.

Observatie: Modul de implementare al listelor inlantuite prezentat in acest capitol nu
este singurul mod posibil. Denumirile functiilor si modul de abordare au fost gandite sa se
potriveasca cu modul de implementare din biblioteca STL, in care, de exemplu, intr-o lista
simplu inlantuita avem acces doar la primul element din lista, nu si la ultimul, asa cum avem
in cazul celor dublu inlantuite. Evident ca din acest motiv, stergerea sau adaugarea la sfarsitul
unei liste simplu inlantuite se realizeaza in complexitate liniara, nu constanta. Daca dintr-un
motiv sau altul se doreste implementarea unei liste simplu inlantuite, la care aceste operatii sa
se realizeze in complexitate constanta, se poate adauga un membru suplimentar clasei, care sa

permita accesul la ultimul element, iar algoritmii se scriu in consecinta.

1.1.5 Utilizarea listelor inlantuite

Daca ar fi sa comparam listele inlantuite cu structuri de tip vector, se poate observa usor ca
un dezavantaj semnificativ al listelor este acela, de a nu putea accesa elementele prin pozitie.
Accesul rapid prin pozitie este specific vectorilor si este posibil, datorita memorarii elementelor
unui vector in locatii de memorie succesive. In schimb, inserarea sau stergerea unui element
la inceputul structurii, sau de pe o pozitie arbitrara poate fi mai eficienta in cazul listelor

inlantuite. Desi si aici exista controverse, depinzand de natura si de dimensiunea datelor.
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Un alt dezavantaj al unei liste inlantuite este acela ca, elementele sale nu sunt stocate
in zone de memorie succesive, c¢i pot fi oriunde In memoria atribuita programului. Astfel
nu se cunoaste locatia unui element, decat atunci cand se acceseaza, prin traversarea listei.
Acest lucru poate constitui un dezavantaj semnificativ de exemplu in paralelizarea executiei
de instructiuni care acceseaza date diferite (out of order execution) sau transferul de pe CPU
pe GPU. In calculatoarele moderne, o serie de operatii se executa direct pe CPU, pentru a
creste viteza de executie. In acest caz folosirea listelor inlantuite poate constitui un dezavantaj
semnificativ, mai ales daca este vorba de un numar redus de elemente.

Daca aplicatia presupune o multime de elemente, care se modifica relativ rar sau preponde-
rent prin adaugarea de elemente la sfarsit, dar in care accesul prin pozitie este frecvent, evident
o structura de tip vector este preferabila. In schimb, acolo unde modificirile prin adaugare /
stergere sunt frecvente, iar accesul prin pozitie este de mica importanta si numarul de elemente
memorat este mare, se prefera liste inlantuite [20].

De asemenea, acolo unde sunt frecvente adaugari si extrageri la inceputul structurii, vectorii
au o performanta slaba. FEste de preferat o lista inlantuita sau un deque (urmeaza sa fie
prezentat). O comparatie interesanta a performatei celor doua structuri, vector si lista, este
prezentata in [19].

Avantajul unei liste simplu inlantuite fata de o lista dublu inlantuita este acela ca necesita
semnificativ mai putind memorie pentru stocarea legaturilor catre elemente vecine. In schimb,
spre deosebire de listele dublu inlantuite, o lista simplu inlantuita permite iterarea doar intr-o
singura directie, de la capul listei spre sfarsit.

Listele inlantuite pot fi utile de exemplu in implementarea tabelelor de dispersie - hash tables,
care vor fi discutate in capitolul urmator. De asemenea sunt utile, atunci cand elementele cu
care se lucreaza sunt relativ mari, de exemplu pagini de text. O aplicatie concreta este acela
al navigarii inainte si inapoi intre imagini (Photoshop) sau al navigarii inainte si inapoi intre

cantecele dintr-un playlist.

[*" Sa ne reamintim...

e Intr-o lista inlantuita fiecare element este o structura cu mai multe campuri, dintre care
unul contine informatia (cheia), unul contine adresa elementului urmator, iar in cazul

listelor dublu inlantuite un camp contine adresa elementului precedent.

e Accesul la un element intr-o lista se face prin parcurgerea listei, incepand de la primul

element si mergand pe legaturi catre elementele urmatoare.
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e Listele inlantuite permit adaugarea si stergerea elementelor la inceputul listei in com-
plexitate constanta. Daca au ca atribut un pointer catre ultimul element, adaugarea si

stergerea unui element de la finalul listei se realizeaza tot in complexitate constanta.

e In cazul listelor inlantuite, elementele nu sunt stocate in zone de memorie alaturate,
ceea ce poate constitui un dezavantaj in cazul calculatoarelor moderne cu o structura

ierarhizata a memoriei.

1.1.6 Rezumat

In aceastd sectiune au fost discutate listele simplu si dublu inlantuite, precum

si principalele operatii pe liste. Au fost prezentati cativa algoritmi in pseudocod

pentru implementarea unora dintre principalele operatii pe liste, impreuna cu

complexitatea acestora.

1.1.7 Test de autoevaluare

1. Daca intr-o lista dublu inlantuita L se apeleaza urmatoarele functii in ordinea de mai jos.

Care este forma finala a listei?

LISTA_ADAUGA_PRIM(L, 2);
LISTA_ADAUGA_PRIM(L, 1);
LISTA_ADAUGA_PRIM(L, 9);
LISTA_ADAUGA_PRIM(L, 2);
LISTA_ELIMINA(L, 2);
LISTA_STERGE_ULTIM(L);
LISTA_ADAUGA_ULTIM(L, 5);

2. Considerand o lista simplu inlantuita circulara L cu 4 noduri: A - B - C — D — A.
Ce efect va avea apelul functiei urmatoare asupra acestei liste? Dar asupra intregului

program?

3. Se considera doua liste dublu inlantuite L1 si L2. Scrieti o functie, in pseudocod, care
realizeaza concatenarea elementelor listei L2 la sfarsitul listei L1. Iar, lista L2 va deveni

vida. Care este complexitatea de timp a functiei implementate?

4. Scrieti o functie INVERSEAZA_LISTA in pseod-cod, care inverseaza ordinea elemen-
telor intr-o lista simplu inlantuita si returneaza noul cap al listei. Nu se vor folosi structuri

auxiliare.
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Algoritm: LISTA_AFISARE

Input: O lista simplu inlantuita circulara L
start
curent <— L.prim
cat_timp curent # nil executa
Afiseaza (curent.cheie)

curent < curent.urmator
sfarsit_cat_timp

stop

5. Care este complexitatea de timp a operatiei de stergere a ultimului nod dintr-o lista

simplu inlantuita? Dar dintr-una dublu inlantuita? Argumentati.

1.1.8 Raspunsuri la testul de evaluare a cunostintelor

1. Daca intr-o lista dublu inlantuita L se apeleaza urmatoarele functii in ordinea de mai jos.

Care este forma finala a listei?

LISTA_ADAUGA_PRIM(L, 2);
LISTA_ADAUGA_PRIM(L, 1);
LISTA_ADAUGA_PRIM(L, 9);
LISTA_ADAUGA_PRIM(L, 2);
LISTA_ELIMINA(L, 2);
LISTA_STERGE_ULTIM(L);
LISTA_ADAUGA_ULTIM(L, 5);

L.prim L.ultim

ni I

L.ultim

L.prim
L I

L.ultim

L.prim .
e £} =3 Pl == e e

nil } I

L.ultim

L.prim L
L R[FEDEE R [

nil —

-~
nit -~ 19 ] = [1 [ i
L.prim L.ultim
L.ultim
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Lista va retine doua noduri ce contin valorile 9 si 5.

2. Considerand o lista simplu inlantuita circulara L cu 4 noduri: A - B - C — D — A.
Ce efect va avea apelul functiei urmatoare asupra acestei liste? Dar asupra intregului

program?

Rezolvare: Functia de afisare a listei circulare defineste o variabila curent care este
initializata cu elementul din capatul listei (nodul cu valoarea A), iar apoi aceasta isi va
schimba valoarea, retinand pe rand fiecare pointer catre fiecare nod al listei. Intrucat
asupra acestei variabile, ce retine adresa de memorie a elementelor din lista, nu se produc

modificari asupra structurii, componenta listei ramane aceeasi.

Pentru ca lista este una circulara, fiecare nod aflat in componenta va avea ca element
urmator un alt nod, ceea ce conduce la o executie la infinit a instructiunii cat_timp,
variabila curent neajungand niciodata la valoarea mil, deci programul va intra intr-un
ciclu infinit. Pentru ca sa se opreasca, in conditia cat_timp ar trebui verificat daca

nodul curent devine egal cu nodul prim.

3. Se considera doua liste dublu inlantuite L1 si L2. Scrieti o functie, in pseudocod, care
realizeaza concatenarea elementelor listei L2 la sfarsitul listei L1. Iar, lista L2 va deveni

vida. Care este complexitatea de timp a functiei implementate?

Algoritm: CONCATENARE LISTE

Input: Doua liste dublu inlantuite L1 si L2
start

daca L1.prim = nil atunci
L1l.prim < L2.prim
Ll.ultim < L2.ultim

sfarsit_daca

altfel

daca L2.prim # nil atunci
Ll.ultim.urmator < L2.prim

L2.prim.precedent <— L1.ultim

Ll.ultim < L2.ultim
sfarsit_daca

sfarsit_daca

L2.prim < nal

L2.wultim < nail
stop

Complexitate: O(1)
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4. Scrieti o functie INVERSEAZA_LIST A in pseod-cod, care inverseaza ordinea elemen-

telor intr-o lista simplu inlantuita si returneaza noul cap al listei. Nu se vor folosi structuri

auxiliare.

Algoritm: INVERSEAZA LISTA

Input: O lista dublu inlantuita L

start
prec <— nil

curent < prim

cat_timp curent # nil executa
urmator < curent.urmator // retine legatura inainte sa o schimbam

curent.urmator < prec // inversam legatura
// avansam in lista

prec <— curent

curent < urmator
sfarsit_cat_timp

returneaza(prec)
stop

Complexitate: O(n)

. Care este complexitatea de timp a operatiei de stergere a ultimului nod dintr-o lista sim-

plu inlantuita? Dar dintr-una dublu inlantuita? Argumentati.

Rezolvare: Operatia de stergere a unui nod intr-o lista simplu inlantuita se realizeaza
in complexitate O(1), fiind necesara doar refacerea legaturii penultimului nod cu nil ca
nod urmator si stergerea ultimului nod. Totusi, pentru a obtine penultimul nod al listei
este necesar sa parcurgem intreaga lista, ceea ce presupune un numar de n pasi. Astfel,

complexitatea intregului algoritm se obtine insumand timpii celor doua operatii si devine

O(n).

Operatia de stergere a unui nod dintr-o lista dublu inlantuita se poate realiza in comple-
xitate O(1), deoarece lista retine o referinta catre ultimul nod, iar ultimul nod dispune
de un pointer catre nodul precedent (penultimul nod). Astfel, pentru a elimina acest
ultim nod, este suficient sa setam campul urmator al penultimul nod la nil si sa eliberam

memoria alocata pentru ultimul nod.
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1.2 Unitatea 2 - Stive si cozi

_% 1.2.1 Introducere

Stivele si cozile pot fi considerate niste adaptoare de containere, adica niste structuri, care au
la baza alte structuri elementare (containere) precum un vector sau o lista inlantuita, a caror
functionare adapteaza containerul conform cerintelor. Astfel, stivele si cozile restrictioneaza
pozitiile in care pot fi adaugate sau extrase elemente, determinand astfel ordinea de prelucrare
a elementelor in functie de ordinea de adaugare in structura respectiva. In aceastd unitate vom
discuta modul de functionare al stivelor si cozilor, operatiile principale si cum pot fi implemen-

tate folosind drept containere vectorii sau listele.

: / 1.2.2 Obiective
N

La sfarsitul acestei unitati de invatare studentii vor intelege:
e Ce este o stiva si cum functioneaza.
e Ce este o coada si cum functioneaza.
e Cum pot fi implementate aceste structuri.

e Ce este un deque.

Durata medie de studiu individual

Parcurgerea de catre studenti a acestei unitati de invatare se face in 2 ore.

1.2.3 Stiva - stack

Stiva - stack - este o structura cu o disciplina de intrare/iesire de tip LIFO - Last In First
Out, adica ultimul element introdus va fi primul care se extrage pentru prelucrare. Putem
compara stiva cu o multime de obiecte puse unul deasupra celuilalt. Primul obiect introdus
se afla la baza, iar ultimul se afla in varf, deci primul obiect care poate fi luat din stiva este
cel din varf, iar adaugarea unui element nou se va realiza tot prin varf. Accesul la un element
aflat mai jos de varful stivei nu se poate realiza, decat dupa ce au fost extrase toate elementele
aflate deasupra acestuia.

Stiva poate fi considerata un adaptor de container, adica in spate exista o alta structura
(container), in care se stocheaza efectiv elementele, iar modul de acces la elemente este cel
descris mai sus. Pentru stocarea elementelor din stiva se poate utiliza de exemplu un tablou

liniar / vector (reprezentare secventiala), o lista inlantuita sau o structura de tip deque.
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Un obiect de tip stiva trebuie sa dispuna de functii pentru adaugarea, respectiv pentru
eliminarea unui element in varful stivei, pentru acces la elementul din varful stivei si pentru
verificarea daca stiva este vida. Vom considera cele doua moduri de implementare ale stivei,
secventiala si inlantuita si vom prezenta pseudocodul pentru functiile ADAUGA - push si
EXTRAGE - pop.

Reprezentarea secventiala

Se va considera o structura STIVA, care dispune de un atribut de tip vector / array pentru
stocarea elementelor, precum si de un atribut warf care reprezinta pozitia varfului in vector.
Daca pentru stocarea elementelor se utilizeaza containerul vector din STL, atunci nu trebuie
luata in considerare umplerea stivei, deoarece acest container realoca memorie atunci cand este
necesar. Daca in schimb structura foloseste un array, atunci memoria disponibila este limitata
si trebuie tinut cont de posibilitatea umplerii stivei. In acest caz vom considera un atribut
suplimentar capacitate, reprezentand numarul maxim de elemente care poate fi stocat in stiva.
Se considera indicii in vector incep de la 0. Astfel daca varf = —1 atunci stiva este vida si nu

pot extrage elemente, iar daca var f = capacitate — 1 stiva este plina si nu pot adauga elemente.

Exemplu: de stiva care are la baza reprezentarea secventiala. Stiva contine 7

elemente, iar variabila varf = 6.

S capacitate - 1
|04|12|5|21| olofu | [ [ ]

varf =6

Adaugarea unui element in stiva se realizeaza prin intermediul unei functii numita in general
ADAUGA - push. Aceasta creste indicele varf cu o unitate si plaseaza in vector pe aceasta

pozitie noul element.

Algoritm: ADAUGA
Input: O stiva S, valoarea val de adaugat.

start

daca S.varf = capacitate — 1 atunci
| returneaza(eroare de stiva plina) //sau realocare de memorie

sfarsit_daca

Swarf < Swarf +1
S[S.warf] < val
stop
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Extragerea din stiva se realizeaza la varf, prin intermediul unei functii EXTRAGE - pop,

care scade indicele varf. Daca stiva este vida, nu pot fi extrase elemente.

Algoritm: EXTRAGE
Input: O stiva S.

start

daca S.warf = —1 atunci
| returneaza(eroare de stiva vida)

sfarsit_daca

Swarf < Swarf —1
stop

Complexitate: ambele operatii sunt practic instantanee - complexitatea este O(1). Doar
daca in cazul umplerii containerului pentru stiva, se realoca o zona de memorie mai mare si se
copiaza elementele din zona veche, In zona noua, aceasta operatie este liniara relativ la numarul
elementelor din stiva. Operatia de realocare trebuie sa aiba loc rar, astfel incat complexitatea

sa ramana 1n medie constanta.

Reprezentare inlantuita

In cazul reprezentarii inlantuite se poate utiliza drept container o lista simplu inlantuita,
in care fiecare element este o structura de tip nod cu 2 campuri: cheie - pentru informatie
si urmator - pointer catre elementul urmator. Desigur, ar putea fi folosita si o lista dublu
inlantuita, dar deoarece pe stiva nu au loc parcurgeri si este suficient accesul la primul element,
nu se justifica consumul de memorie presupus de o lista dublu inlantuita. Putem considera
pentru stiva o structura / clasa care sa aiba ca membru un element var f de tip pointer la nod

ce reprezinta varful stivei.

Exemplu: reprezentare a unei stive printr-o lista simplu inlantuita.

vist —[7 [ [0 [ F~[0] =3[

Pentru a adauga un element noua intr-o stiva ce are la baza o lista inlantuita, trebuie mai
intai alocata memorie pentru noul element. Apoi adaugarea se face in aceeasi maniera descrisa
in cazul listelor.

La extragerea unui element din lista, trebuie sa eliberam memoria rezervata pentru acest
element.

Functiile de adaugare si eliminare a elementului din varful stivei S sunt descrise in continu-

are.
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Algoritm: ADAUGA
Input: O stiva S, o valoare val de adaugat.

start
aloca memorie pentru un nod y

y.chete < val
y.urmator < S.warf

Swarf <y
stop

Algoritm: EXTRAGE
Input: O stiva S
start

daca S # () atunci
Yy« Swarf

S.war f < S.war f.urmator

elibereaza memoria pentru y
sfarsit_daca

altfel
| returneaza(eroare de stiva vida)

sfarsit_daca

stop

Complexitate: ambele operatii sunt practic instantanee - complexitatea este O(1).

1.2.4 Coada - queue

Coada este o structura cu o disciplina de intrare/iesire de tip FIFO - First In First Out,
adica primul element introdus va fi primul care se extrage pentru prelucrare. Coada modeleaza
procese care presupun formarea de cozi, de exemplu deservirea clientilor la un ghiseu. De ase-

menea se utilizeaza cozi pentru parcurgerea in latime de grafuri, respectiv arbori.

Comparare cu stiva. Spre deosebire de stiva, unde se utilizeaza o variabila pentru accesa-
rea varfului stivei si atat adaugarea cat si extragerea elementelor se realizeaza prin intermediul
acesteia, In cazul unei cozi este necesara memorarea a doua elemente: primul - aici se face
extragerea si ultimul - aici se face adaugarea.

Similar cu stiva, coada este un adaptor de container, deci are la baza un container in care
se pastreaza elementele, de exemplu un array (vector), o lista inlantuita sau o structura de tip

deque.
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Un obiect de tip coada trebuie sa dispuna de functii pentru adaugarea unui element la
sfarsitul cozii, pentru extragerea primului element al cozii, pentru obtinerea primului si ultimu-

lui element, precum si pentru verificarea daca este vida.

Reprezentarea secventiala

capacitate = 11
Coada

o lalsfrofofuf 1T

prim=0 ultim=6

Coada dupa operatii de push si pop
[ 7] 4]5 |21] 9o J11] 3]7 [12] 6]

—_—

neutilzat .
prim=4 ultim=9

Figura 1.4: Din coada C s-au extras elementele 7, 4, 5 si 21 si s-au adaugat elementele 3, 7,
12, 6. In acest moment primele 4 pozitii sunt considerate neocupate, dar functia ADAUGA
returneaza mesajul de coada plina.

Se va considera o structura/clasa COADA care dispune de un atribut de tip vector / array
pentru stocarea elementelor si de doua atribute prim si uwltim care indica primul si ultimul
element din coada. Daca dimensiunea containerului este fixa, atunci coada se poate umple
si trebuie considerat si un atribut capacitate, care reprezinta numarul maxim de elemente, ce

poate fi stocat in coada.

Observatie: adaugarea unui element in coada se realizeaza la sfarsitul cozii, ceea ce duce
la incrementarea indicelui ultim, iar extragerea elementului de la inceputul cozii se realizeaza
prin cresterea indicelui prim. Astfel, elementul nu se sterge efectiv din memorie, doar ca nu
se mai considera ca apartinand cozii. In figura 1.4 este ilustrat modul in care functioneaza o
astfel de coada. Problema care apare este migrarea cozii spre dreapta, odata cu efectuarea de
operatii succesive de adaugare si stergere de elemente.

Coada este considerata plina daca indicele ultim ajunge sa fie egal cu ultima pozitie din
vector si este considerata vida, daca indicele prim devine mai mare decat ultim (prin avan-
sare odata cu apelul functiei ADAUGA). Astfel se poate ajunge la situatia in care in vectorul
de date corespunzator cozii sunt multe pozitii considerate neocupate, dar totusi la apelarea
functiei ADAUGA se primeste mesaj de coada plina - fig. 1.4, deoarece pozitiile considerate
libere, aflate inaintea pozitiei prim nu mai sunt accesibile. Aceasta problema se rezolva in

practica prin utilizarea unei cozi circulare.
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Coada circulara

ultim

Figura 1.5: Coada circulara cu n pozitii in care la momentul curent variabila prim indica
pozitia n — 3 si variabila ultim indica pozitia neocupata 6.

In cazul unei cozi circulare, atunci cand variabila ultim = capacitate — 1 la urmatoarea
insertie ultim va devine 0, deci se reia circular parcurgerea cozii de la inceput. Similar se
procedeaza cu variabila prim la extragere. Astfel se va primi mesaj de eroare de coada plina

doar atunci cand sunt ocupate toate pozitiile alocate in vector pentru elementele cozii.
Conditiile de coada vida/plina
In cazul cozilor circulare conditiile de coada plina si coada vida descrise mai sus nu mai

sunt valabile:

e Inegalitatea prim > ultim nu inseamna decat faptul ca s-a reluat parcurgerea cozii de la

inceput - vezi fig.1.5.

e Evident conditia ultim = capacitate — 1 nu mai genereaza mesajul de coada plina

Solutionarea problemei detectiei cozii vide sau pline: Aceasta problema se rezolva
in modul urmator. Pozitia din vector indicata de elementul ultim nu va fi ocupata, deci in
vector va exista mereu o pozitie neocupata. Ea este utilizata doar pentru marcarea sfarsitului

cozii. Conditiile de coada vida / coada plina sunt in acest caz:
e Daca prim = ultim atunci coada este vida

e Daca (ultim + 1) mod capacitate = prim atunci coada este plina
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Functiile de adaugare si respectiv eliminare a unui element din coada pot fi descrise prin:

Algoritm: ADAUGA
Input: O coada C, o valoare val de adaugat.

start

daca (C.ultim + 1) mod C.capacitate = C.prim atunci
returneaza(eroare de coada plina)

//Sau realocare de memorie
sfarsit_daca

C[C.ultim] < val
C.ultim < (C.ultim + 1) mod C'.capacitate
stop

Algoritm: EXTRAGE
Input: O coada C'

start

daca C.prim = C.ultim atunci
| returneaza(eroare de coada vida)

sfarsit_daca
C.prim < C.prim + 1

daca C.prim = C'.capacitate atunci
| C.prim <0

sfarsit_daca

stop

Complexitatea operatiilor de adaugare si extragere din coada este constanta, cu exceptia

realocarii in functia ADAUGA, daca are loc.

Observatie: In practica un array este potrivit pentru coada, doar daca numarul de ele-

mente pe care dorim sa le stocam, nu este excesiv de mare.

Reprezentare inlantuita

Pentru fiecare element poate fi utilizata o structura care contine 2 campuri: cheie - pentru

informatie si urmator - pointer catre elementul urmator.

Exemplu de coada reprezentata printr-o lista simplu inlantuita.

prin|1 | | I 71 | I 71 | I 7 | I 71 | m

Alocarea memoriei pentru elementele unei astfel de cozi se face dinamic, nu static, asa ca
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la vector, adica la introducerea un element nou, trebuie mai intai alocata memorie, iar la ex-

tragerea unui element, trebuie eliberata zona de memorie care era alocata acelui element.

Sunt necesare doua variabile prim si ultim, in care se retin adresele primului respectiv ulti-
mului element din coada. Elemente noi se adauga mereu dupa ultimul element iar la eliminare

se considera primul element din coada. In continuare sunt prezentati cei doi algoritmi.

Algoritm: ADAUGA
Input: O coada C, o valoare val de adaugat.

start
aloca memorie pentru un nod nou

nou.cheie <+ val
now.urmator < nil

daca C.prim = nil atunci
| C.prim < nou

sfarsit_daca

altfel
| C.ultim.urmator < nou

sfarsit_daca

C.ultim < nou
stop

Algoritm: EXTRAGE
Input: O coada C'

start

daca C.prim = nil atunci
| returneaza(eroare de coada vida)

sfarsit_daca
temp < C.prim

C.prim < C.prim.urmator

elibereaza memoria pentru temp
stop

Complexitatea acestor operatii este constanta.

1.2.5 deque

O structura interesanta este deque sau double ended queue [10] si reprezinta o generalizare a

ideii de coada, in sensul ca permite atat insertie cat si stergere la ambele capete in complexitate
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constantd. In mod evident o astfel de structurd poate fi implementata printr-o lista dublu
inlantuita. Acest lucru insa prezinta dezavantajele discutate in unitatea dedicata listelor si
se recomanda a fi evitat in contextul calculatoarelor moderne. Implementari mai bune pot fi
realizate folosind un array, parcurs circular, asa cum a fost descris la sectiunea pentru cozi
sau o implementare care are la baza o secventa de vectori, asa cum este realizata in cazul celei
din STL. In cel de-al doilea caz, structura este alcatuita din blocuri de dimensiune fixa N, de
preferinta putere a lui 2 (variante 16 sau 32). La adaugarea unui nou element, blocul de inceput
se completeaza incepand de la ultimul element catre primul, iar ultimul bloc incepand de la
primul catre ultimul. Atunci cand primul sau ultimul bloc se umplu, se aloca un nou bloc de
memorie. Adresele acestor blocuri sunt memorate la randul lor intr-un vector. Structura este

reprezentata grafic in figura 1.6.

unused adresa [adresa | adresa q
}c 0 bloj 1 | blocg | "M%¢
directie de ,. hber data[3] data[11] ultimul
completare | +_liber data[4] data[12] . element
lapush_front | i liber ! data[5] liber
pop_front |+ piber 1 [ datal6] liber |
D liber data[7] - liber
primul ] data[0] Laald] :_ . hl_’??- . _E directie de
element data[1] data[9] i liber 1| completare
data[2] data[10] E__ liber i | la push_back
bloc 0 bloc 1 bloc2  Pop_back

Figura 1.6: Reprezentare grafica a unei implementari pentru deque cu un vector de blocuri de
dimensiune N = 8

Avantajele unei structuri de tip deque implementate astfel sunt:

accesul rapid prin pozitie la elemente (nu ar fi posibil cu o lista inlantuita)
e adaugare / extragere de elemente la ambele capete in complexitate constanta

e la umplerea memoriei alocate nu este necesara realocarea intregului bloc de memorie (ca

la array), ci doar a unui bloc nou.

e inserarea unui element nou la mijloc se face prin deplasarea a cel mult n/2 elemente, unde
n este numarul de elemente stocate in structura, spre deosebire de array, unde se poate

ajunge la deplasarea tuturor elementelor, daca se doreste insertia la inceputul structurii
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Astfel un deque poate combina avantaje atat de la array cat si de la liste. Este o structura
foarte potrivita si pentru implementarea unei cozi.
In [11] este realizati o analizd a performantei acestui container comparativ cu containerul

vector.

1.2.6 Aplicatii ce utilizeaza stive si cozi

Stivele se utilizeaza in diferite probleme, care presupun obtinerea unor date in ordine in-
versa citirii lor. De asemenea recursivitatea are in spate gestionarea memoriei sub forma de
stiva. Algoritmii de tip backtracking construiesc solutia in mod analog unei stive. Parcurgerile

grafurilor si arborilor in adancime se realizeaza cu ajutorul stivelor.

Cozile sunt utile in modelarea problemelor ce presupun tratarea datelor de intrare in or-
dinea citirii lor. De asemenea se utilizeaza in probleme de parcurgere in latime a grafurilor si

arborilor.
[*" Sa ne reamintim...

e Intr-o stiva accesul se realizeaza doar la varful stivei. Intr-o stiva ultimul

element introdus va fi primul extras pentru prelucrare.

e Intr-o coada accesul se realizeaza la ambele capete. Elementele se introduc

in coada la unul dintre capete si se extrag din celalalt.

e Operatiile principale pe stive si cozi se realizeaza in complexitate con-

stanta.

e Pentru implementare, stivele si cozile au la baza alte containere precum

vector, lista sau deque.

1.2.7 Rezumat

In aceasta sectiune au fost discutate stivele, cozile, precum si principalele

operatii pe acestea. Au fost prezentati cativa algoritmi in pseudo-cod pentru

implementarea operatiilor principale pentru stive si cozi impreuna cu complexi-

tatea acestora. Prezenta sectiune a fost urmata de prezentarea structurii deque.
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E;’“( 1.2.8 Test de autoevaluare

1. Se considera o stiva S (initial vida) memorata cu ajutorul unui vector. In secventa de
mai jos o litera Inseamna o operatie de push in S a caracterului respectiv, iar un asterisc
reprezinta o operatie de pop. Inainte de fiecare pop se afiseaza pe ecran elementul care

urmeaza sa fie extras din stiva. Ce se va afisa pe ecran?

ACE « Ax STA xxx EST x xF

2. Consideram o stiva 57 in care se introduc pe rand caracterele A, D, C, B si doua stive
suplimentare S5 si S3 initial vide. Sa se scrie operatiile necesare pentru a trece caracterele
din S; in Ss, astfel incat la extragerea pe rand din S, si afisarea pe ecran, literele sa apara

in ordine alfabetica.

3. Se considera o coada C. Presupunem ca asupra cozii au loc o serie de operatii de push
si pop. In cazul operatiilor de push sunt adaugate in coada numere de la 0 la 9 in
aceastd ordine. Inainte de fiecare operatie de pop se afiseaza elementul care urmeaza sa
fie extras. Este posibil ca sa fie afisata secventa de valori: 4,3,2,1,0,5,6,7,8,97 (Obs:

Nu se efectueaza pop pe coada vida).

4. Scrieti un algoritm in pseudocod care realizeaza cautarea unui element x intr-o coada

folosind o alta coada suplimentara, folosind doar operatiile specifice cozilor.

5. Scrieti un algoritm in pseudocod care implementeaza o coada folosind doua stive si operatii

pe stiva.

1.2.9 Raspunsuri la testul de evaluare a cunostintelor

1. Se considera o stiva S (initial vida) memorata cu ajutorul unui vector. In secventa de
mai jos o litera inseamna o operatie de push in S a caracterului respectiv, iar un asterisc
reprezinta o operatie de pop. Inainte de fiecare pop se afiseaza pe ecran elementul care

urmeaza sa fie extras din stiva. Ce se va afisa pe ecran?
ACE « Ax STAxxx EST % xE

Rezolvare: Ordinea operatiilor pe stiva S indicata de sirul mentionat este reprezentat

in figura:
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print(E) print(A) print(A) print(T)
push(A)push(C) push(E) pop() push(A) pop() push(S)push(T)push(T) Pop()  pop()
Al X
T T T
E A S S S S S
C C C C C C C C C C
A A A A A A A A A A A
print(S) print(T) print(S) print(E) print(E) print(C) print(A)
pop() push(E)push(S) push(T) pop() pop() push(E)pop() pop() pop() pop()
T X
S S S E
X| || [E| |E el [E] [E] |[E] X
C C C C C C C C C
A A A A A A A A A A ><

Se va afisa deci: FAATSTSEECA

. Consideram o stiva S in care se introduc pe rand caracterele A, D, C', B si doua stive

suplimentare Sy si S3 initial vide. Sa se scrie operatiile necesare pentru a trece caracterele
din 57 in Sy, astfel incat la extragerea pe rand din S5 si afisarea pe ecran, literele sa apara

in ordine alfabetica.

Rezolvare: Ordinea operatiilor pe cele trei stive este reprezentata in figura:

. | ]
Hinn - H A
c c Hjn | N B
D D B
8]
S1 S2 S3 S1 S2 S3 S1 S2 S3 S3 S3 S1 S2 S3

. Se considera o coada C'. Presupunem ca asupra cozii au loc o serie de operatii de push si

POP. In cazul operatiilor de push sunt adaugate in coada numere de la 0 la 9 in aceasta
ordine. Inainte de fiecare operatie de pop se afiseaza elementul care urmeaza sa fie extras.
Este posibil ca sa fie afisata secventa de valori: 4,3,2,1,0,5,6,7,8,97 (Obs: Nu se efec-

tueaza pop pe coada vida).

Rezolvare: Nu. Aceasta secventa nu poate sa apara, deoarece intr-o coada elementele
sunt extrase in ordinea in care au fost inserate, iar elementele au fost inserate in ordine

crescatoare.
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4. Scrieti un algoritm in pseudocod care realizeaza cautarea unui element x intr-o coada

folosind o alta coada suplimentara, folosind doar operatiile specifice cozilor.

Rezolvare: Se parcurg toate elementele cozii principale C' prin scoatere si se introduc
intr-o coada auxiliara C,,,, pastrand ordinea elementelor. La fiecare pas se verifica daca
elementul curent este egal cu valoarea cautata. Apoi se vor transfera elementele in coada

initials.

Algoritm: CAUTA

Input: Coada C, o valoare val de cautat.

start
gasit < false

cat_timp C # () executa

daca PRIM(C') = val atunci
| gasit < true
sfarsit_daca
ADAUGA(Cyys, PRIM(C))
EXTRAGE(C)

sfarsit_cat_timp

cat_timp C,,, # () executa
ADUGA(C, PRIM(Cis))

EXTRAGE(Cuuz)
sfarsit_cat_timp

return gasit
stop

5. Scrieti un algoritm in pseudocod care implementeaza o coada folosind doua stive si operatii

pe stiva.

Rezolvare: Pentru simularea comportamentului de coada, se folosesc doua stive S; si
Sy, astfel vom lucra cu o variabila C' care retine cele doua stive. Operatia de inserare

presupune adaugarea elementului in stiva .S;.

Algoritm: ADAUGA

Input: Structura C' ce retine cele doua stive S; si Ss, o valoare val de adaugat.

start
| ADAUGA(C.Sy, val)

stop
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Pentru extragerea primului element inserat, cum Sy este goala, transferam toate elemen-

tele din Sy in Sy si extragem din Sy elementul din varf. Apoi mutam la loc elementele
din SQ in Sl~

Algoritm: EXTRAGE

Input: Structura C ce retine cele doua stive Sy si Ss.
start

daca C.S; = () atunci
| returneaza(”FEroare de coada vida”)

sfarsit_daca
//Muta elementele din S1 in S2

cat_timp C.5; # () executa
ADAUGA(C.Sy, C.Sy.varf)

EXTRAGE(C.Sy)
sfarsit_cat_timp

EXTRAGE(C.S,)
//Muta la loc elementele din S1 =2 in S1

cat_timp C.S; # () executa
ADAUGA(C.S,, C.Sy.var f)

EXTRAGE(C.S)
sfarsit_cat_timp

stop

Pentru accesarea primului element din coada algoritmul este similar cu cel de stergere.

Algoritm: PRIM

Input: Structura C' ce retine cele doua stive S; si Ss.
start

cat_timp C.S] # ) executa
ADAUGA(C.S,, C.Sy.varf)

EXTRAGE(C.Sy)
sfarsit_cat_timp
rez = C.Sy.varf

cat_timp C.S; # () executa
ADAUGA(C.S,,C.Sy.var f)

EXTRAGE(C.Ss)
sfarsit_cat_timp

returneaza(rez)
stop




Capitolul 2

Tabele de dispersie

Introducere

Asa cum s-a mentionat in primul capitol al acestui curs, structurile de date au fost dezvol-
tate cu scopul memorarii si manipularii eficiente a unei multimi dinamice de date. Aceasta
manipulare eficienta depinde desigur semnificativ de scopul urmarit si de tipurile de operatii
care se doresc a fi efectuate.

Una dintre principalele operatii intr-o colectie de date este cautarea sau accesul prin cheie.
In cazul multimilor sortate, cautarea binara permite gasirea unei anumite chei in complexitate
logaritmica. Vom vedea in capitolele ce trateaza arborii binari de cautare, cum poate fi rezolvata
in complexitate logaritmica problema cautarii in cazul multimilor dinamice de date, deci a
multimilor care se modifica prin insertii si stergeri.

Tabelele de dispersie pot fi utilizate cu succes pentru implementarea de dictionare in care
cautarea este cea mai frecventa operatie. O alta utilizare a tabelelor de dispersie este in cadrul
compilatoarelor pentru implementarea tabelei de identificatori.

In capitolul de fata sunt prezentate tabele de dispersie - hash tables, hash maps - structuri
de date care permit accesul prin cheie in timp constant. Aceste structuri de date sunt eficiente,

atunci cand nu este necesara pastrarea ordonata a datelor.

Competente

La sfarsitul acestui modul de invatare studentii:
e Definesc tabelele de dispersie in general si stiu cum se utilizeaza.

e Selecteaza o functie de dispersie adecvata pentru rezolvarea problemei coliziunilor.

e Estimeaza este complexitatea operatiilor de baza.

41
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2.1 Unitatea de invatare 1 - Tabele de dispersie cu liste

inlantuite
_% 2.1.1 Introducere

O tabela de dispersie este de fapt o generalizare a notiunii de vector - array. Operatiile
de baza sunt insertia, cautarea si eventual stergerea. Vom vedea pe parcurs ca, intr-o tabela
de dispersie operatiile au in medie complexitatea O(1). O tabela de dispersie se memoreaza
intr-un array. In aceastd unitate vom prezenta intai tabelele cu adresare directa, utilizabile
in contextul restrans al cheilor de tip numar natural, cu universul cheilor posibile relativ mic.
Vom vedea cum se rezolva problema plasarii cheilor intr-o tabela pentru cazul in care universul
cheilor posibile este foarte mare, folosind functii de dispersie si vom discuta problema rezolvarii

coliziunilor prin liste inlantuite.

: {A 2.1.2 Obiective

La sfarsitul acestei unitati de invatare studentii vor intelege:
e Ce este o tabela cu adresare directa.
e Ce este o functie de dispersie si ce este o tabela de dispersie.
e Ce este o coliziune si cum se poate rezolva.

e (Care sunt operatiile de baza si care este complexitatea lor.

Durata medie de studiu individual

Parcurgerea de catre studenti a acestei unitati de invatare se face in 2 ora.

2.1.3 Tabele cu adresare directa

Consideram U = {0,1,...,m — 1} universul cheilor posibile, m relativ mic si tabloul
T[0,...,m — 1] in care se memoreaza elementele. Pentru a putea gasi o cheie in timp con-
stant, cea mai simpla metoda de repartizare a cheilor intr-o astfel de tabela este, sa plasam
elementul cu cheia k pe pozitia k in 7. Daca in tabeld nu exista cheia k, atunci T'[k] = nil. O

astfel de tabela se numeste tabela cu adresare directa.

Algoritmii pentru operatiile de cautare, insertie si stergere sunt extrem de simpli [4].
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Algoritm: TA_CAUTA

Input: tabela T si cheia k

start
| returneaza(T[k])

stop

Algoritm: TA INSEREAZA

Input: tabela T si elementul «

start
| Tlx.cheie] + x
stop

Algoritm: TA STERGE

Input: tabela T' si elementul z
start

| T'[x.cheie] < nil
stop

Complexitate: evident complexitatea este O(1) pentru toate cele trei operatii.

10

|1 | | 1]
L] ] LIL

e Se presupune faptul ca fiecare element x are o cheie unica, diferita de cheile tuturor

Observatii:

celorlalte elemente din tabela.

e O tabela cu adresare directa este potrivita, atunci cand universul U al cheilor este relativ

redus si numarul de elemente memorate in tabeld este comparabil cu |U|.

e De obicei elementele dintr-o tabela cu adresare directa sau dintr-o tabela de dispersie
au un camp pentru cheie, dupa care se face cautarea, si un camp pentru informatia de

interes. Uneori cheia corespunde informatiei si atunci este suficient un singur camp.
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Universul
cheilor

|1 | | EEE
L] L DL

Figura 2.1: Tabela de dispersie care utilizeaza functia de dispersie h

2.1.4 Tabele de dispersie - Hash Tables

Pentru situatii in care numarul de elemente stocate intr-o tabela este mult mai mic decat
universul cheilor, de exemplu atunci cand orice numar natural poate fi cheie, tabelele cu adresare
directa devin practic inutilizabile, datorita cantitatii de memorie necesare, care poate fi astfel

nelimitata. In aceasta situatie se inlocuieste tabela cu adresare directa cu o tabela de dispersie.

Pentru memorarea unei tabele de dispersie se utilizeaza de asemenea un array T de di-
mensiune m: T[0,...,m — 1]. Accesul la un element se face prin intermediul unei functii de

dispersie (repartizare) - hash function - h: U — {0,1,...,m — 1}, U >>m .

Elementul cu cheia k va fi plasat in tabela pe pozitia T[h(k)]. Spunem ca, elementul cu
cheia k este repartizat pe pozitia h(k) (hashes to slot h(k)). In figura 2.1 este reprezentati

grafic o tabela de dispersie.

O functie foarte simpla pentru repartizarea numerelor naturale intr-o tabela de dispersie

este data prin functia modulo (mod), care reprezinta restul impartirii la un numar natural.

h:U—{0,1,...,m—1},h(k) = k mod m
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Exemplu Considerand m = 11 si cheile {3, 12,15, 17} atunci: h(3) = 3, h(12) =
1, h(15) =4, h(17) =6

|
!
[ ]

2.1.5 Problema coliziunilor

T

Figura 2.2: Coliziune intre cheile 28 si 17.

In cazul unei functii de dispersie h este posibil ca pentru doua chei diferite ky si ko sa se
obtina h(k;) = h(ky), adica ambele elemente ar fi repartizate pe aceeasi pozitie. O astfel de

situatie se numeste coliziune. In exemplul de mai sus h(28) = h(17) = 6 (fig. 2.2).

Se pune astfel problema rezolvarii coliziunilor. Ideal ar fi, evitarea completa a acestora. O
functie de dispersie ideald ar trebui sa produca pentru orice cheie k o valoare aleatorie h(k)
(dar mereu aceeasi pentru un k dat), aleasa uniform in intervalul [0,m — 1]. In plus, modul
de repartizare a unei chei k£ in tabela nu depinde de modul de repartizare a niciunei alte chei.
O astfel de functie ideala se numeste functie de dispersie uniforma si independenta (uniform
independent hash function).

Din faptul ca se presupune ca |U|> m, prin tipul de repartizare descris mai sus acest lucru
nu este posibil in realitate. Totusi, prin construirea atenta a functiei de dispersie, poate fi
redusa semnificativ probabilitatea unei coliziuni. Vor fi discutate pe parcursul acestui curs
cateva metode de constructie a unei functii de dispersie potrivite.

In practica rezolvarea coliziunilor pentru tabele de dispersie poate fi facuta de exemplu cu
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ajutorul listelor inlantuite. Astfel, in loc de a stoca intr-o pozitie a tabelei de repartizare un
singur element, se pastreaza o lista de elemente (ideea de bucket). Lista de la pozitia k va

contine toate elementele a caror cheie determina repartizarea pe pozitia respectiva.

O alta metoda de rezolvare a coliziunilor este adresare deschisa, metoda prezentata in uni-

tatea urmatoare.

Exemplu: Se considera o tabela de dispersie T cu dimensiunea m = 11 care

utilizeaza liste inlantuite si in care se introduc elementele cu cheile 33, 35, 55,

46, 12, 2, 7, 10, 11. Rezultatul folosind insertia la inceputul listelor este:

34 56 7 8 910
w e [l ]y [ lx ]y

| Sl
IES o ST ol

%I

Au fost marcate cu * pozitiile neocupate din tabela.

2.1.6 Operatiile uzuale

In continuare sunt prezentati algoritmii pentru operatiile de cautare, inserare si stergere a
unui element dintr-o tabela de dispersie ce utilizeaza liste inlantuite pentru rezolvarea coliziu-
nilor. Se considera ca fiecare element x din tabela este o structura cu doua campuri x.cheie
pentru cheie si x.in fo pentru informatia de interes. In algoritmi se considers notatia H — Lista

pentru o tabela de dispersie cu liste inlantuite.

Insertia unui element in tabela de dispersie T' se realizeaza prin adaugarea unui element
x cu cheia k la inceputul listei T'[k]. Acest algoritm presupune faptul ca, nu vor aparea chei
identice in timpul insertiei. Daca dorim sa ne asiguram de unicitatea cheii, acest lucru se poate

face prin cautare in lista T'[k|, in complexitate data de lungimea acestei liste.
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Algoritm: H_ LISTE_INSEREAZA
Input: O tabela T" de dimensiune m, cu functia de dispersie h, elementul de inserat x.

start
| ADAUGA(T[h(z.cheia)],x) //adaugs z in lista T[h(z.cheia)]
stop

Algoritm: H_ LISTE_CAUTA
Input: O tabela T" de dimensiune m, cu functia de dispersie h, cheia cautata chete.

Output: Un pointer la elementul x cu cheia k sau nal.
start
| returneaza(CAUTA(T[h(k)],z))

stop

Algoritm: H LISTE STERGE
Input: O tabela T" de dimensiune m, cu functia de dispersie h, elementul de sters x .

start
| STERGE(T[h(x.cheia)],z) //sterge x din lista T'[h(z.cheia)]
stop

Complexitate:
e functia de insertie are evident complexitatea O(1);
e la functia de cautare complexitatea depinde de lungimea listelor inlantuite;

e functia de stergere, care are ca parametru un nod x deja identificat in lista inlantuita, are
complexitatea O(1) daca lista e dublu inlantuita, altfel depinde de lungimea listei. Daca

intai trebuie cautat elementul cu cheia k, apoi sters, se adauga complexitatea cautarii.

2.1.7 Analiza complexitatii

Consideram tabela de dispersie T' cu m pozitii, in care rezolvarea coliziunilor se realizeaza
prin inlantuire. Presupunem ca in T se stocheaza n elemente. Atunci numarul mediu de
elemente stocate intr-o lista este & = n/m, unde a poate fi mai mic sau mai mare decat 1. «
se numeste factor de incarcare al tabelei.

Cea mai defavorabila situatie este aceea cand toate cele n elemente se repartizeaza prin
h pe aceeasi pozitie, adica sunt stocate in aceeasi lista. In aceastd situatie complexitatea
la cautare este ©(n). Pentru a evita astfel de situatii este necesara alegerea unei functii de

dispersie potrivita. Modul de constructie a unor functii de dispersie care sa permita o repartizare
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cat mai uniforma va fi discutata ulterior. Dispersia uniforma presupune ca probabilitatea
ca un anumit element sa fie de repartizat pe oricare dintre pozitiile din tabela este aceeasi.
Vom presupune in continuare ca dispersia este uniforma si independenta, unde independenta
inseamna ca repartizarea unei chei nu depinde de repartizarea niciunei alte chei.

Notam cu n; lungimea listei de pe pozitia T'[j], 7 = 0,m — 1. Observam ca ng +n; + ...+
Nm-1 = N, iar valoarea medie sau valoarea estimata [4] pentru lungimea oricarei liste n; este
data prin: E[n;] = n/m = a.

Considerand o functie de dispersie care repartizeaza cheile uniform in tabela 7' si pentru
care calculul lui h(k) este O(1), se demonstreaza faptul ca functia de cautare e unei chei este

O(1 + a) cu ajutorul urmatoarelor doua teoreme.

Teorema 2.1.1 Intr-o tabela de dispersie care trateaza coliziunile prin inlantuire si in care

repartizarea este uniforma si independenta, o cautare fara succes are complexitatea medie de

timp O(1 + «). [4]

Demonstratie: Presupunem ca se cauta in T cheia k, care nu exista. Datorita faptului
ca s-a presupus o repartizare uniforma cu h, probabilitatea repartizarii cheii k pe oricare dintre
pozitii este aceeasi. Timpul necesar pentru a constata ca aceasta cheie nu este in T' este timpul
necesar de parcurgere a listei T[h(k)]. In medie acest timp depinde de lungimea medie a listei
h(k), deci de Elny(k)] = . Dat fiind ca se tine cont si timpul necesar pentru calculul valorii
h(k) se obtine o complezitate de O(1 + ).

Teorema 2.1.2 [ntr-o tabela de dispersie care trateaza coliziunile prin inlantuire si in care
repartizarea este uniforma si independenta, o cautare cu succes are complexitatea medie de
timp O(1 + «) [4].

Observatie Situatia cautarii cu succes difera de cea a cautarii fara succes prin faptul ca,
timpul de cautare al elementului x cu cheia k din tabela depinde de numarul de elemente
aflate in lista T'[h(k)] Inaintea lui . Modul de calcul al acestui timp mediu presupune ceva
cunostinte de probabilitati si depaseste cadrul acestui curs. O descriere detaliata poate fi gasita
in bibliografie [4].

Daca numarul de elemente stocate in tabela, n, este proportional cu dimensiunea m a
tabelei, adica n = am, atunci complexitatea la cautare devine O(1 + am/m) = O(1 + a) =
©(1). Cu alte cuvinte, daca functia de dispersie este aleasa in mod potrivit, astfel incat sa ofere
o dispersie uniforma si independenta si daca dimensiunea tabelei este aleasa proportional cu
numarul estimat de elemente ce vor fi introduse in tabela, timpul de cautare a unei chei devine

n medie constant.
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2.1.8 Metode de dispersie

Din discutia complexitatii rezulta ca, o functie de dispersie buna permite o repartizare
aproape uniforma in tabela. Pentru acest lucru pozitia obtinuta la repartizare ar trebui sa fie
independenta de orice pattern care ar putea fi prezent in setul de date.

In plus, functiile de dispersie au ca multime a valorilor pozitii in tabela de dispersie, deci
elemente din multimea numerelor naturale. In cazul in care cheile sunt de exemplu siruri de
caractere - situatie frecventa de altfel - este necesara stabilirea unei metode de interpretare a
acestora ca numere naturale, trebuie deci determinata o functie de la universul cheilor catre
multimea numerelor naturale. La finalul capitolului vor fi prezentate cateva functii de dispersie
pentru string-uri.

Considerarea unei functii de dispersie fixata pentru orice tip de date de intrare se numeste
static hashing si are aplicabilitate limitata. Alegerea In mod aleatoriu a unei functii de dispersie

la executia programului se numeste random hashing si ofera rezultate mai bune.

Metode statice

In continuare sunt prezentate doua metode pentru constructia unor functiilor de dispersie

pentru numere naturale, metoda diviziunii si metoda multiplicarii.

(I) Metoda diviziunii

Functia de dispersie in acest caz este data prin:
h:U—{0,1,...,m—1},h(k) = k mod m

Alegerea dimensiunii tabelei. O alegere buna pentru dimensiunea tabelei m este un
numar prim nu prea apropiat de o putere a lui 2.
Justificare. Daca s-ar alege m = 2P atunci de fapt impartirea la m ar reprezenta o shift-are a
bitilor cheii, ceea ce ar crea o dependenta de pattern-uri in structura cheilor, lucru ce trebuie
evitat.

In plus acest numér trebuie ales depinzand de numirul de elemente care se estimeazi ci

vor fi introduse in tabela, precum si de factorul de incarcare dorit.

Exemplu: daca n = 3000 si numarul mediu de elemente per pozitie este considerat 4
atunci, « = n/m = m = n/a = 3000/4 = 750. Se poate considera m = 751, care este un
numar prim nu prea apropiat de o putere a lui 2.

Aceasta metoda ar putea functiona satisfacator, daca m este numar prim nu prea apropiat

de o putere a lui 2, fapt care complica implementarea practica.
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(IT) Metoda multiplicarii

In acest caz functia de dispersie este de tipul [4]:
h(k) = |m (kA — |kA])],0< A< 1

unde |x| reprezinta partea intreaga a lui z.

In cazul acestor functii modul de alegere a lui m nu influenteaza modul de repartizare. Se

demonstreaza [10] faptul ca, o alegere buna pentru A este

A= <\/€ - 1) /2 ~ 0.618033

In practica metoda multiplicativa functioneaza cel mai bine atunci cand m este o putere a
lui 2.

Metoda multiplicare-deplasare

O eficientizare din punct de vedere al calculului a metodei multiplicative pentru m = 2!
este metoda multiplicare-deplasare (the multiply-shift method) [5], care se foloseste de operatii
de shift-are pe biti.

Problema este urmatoarea: dat fiind o tabela 7 de dimensiune 2!, pentru orice 0 < k < 2¥,
unde w este numarul de biti necesari pentru stocarea oricarui cuvant din universul cheilor U
(de exemplu 32 sau 64), sa se determine pozitia de insertie in tabela pentru k. Aceasta pozitie
va fi evident in intervalul [0, 2], adica pe [ biti.

O functie potrivita pentru aceasta poate fi consideratd h, (k) : [0,2%] — [0, 2] datd prin [5]:
he(k) = |ak mod 2] /2¥~! (2.1)

unde @ este un numar natural impar. O valoare pentru a este a = 2654435769 propusa in [4].

Formula 2.1 poate fi implementata prin:
ho(k) = (ak mod 2¥) >> (w — ) (2.2)

unde >> reprezinta shiftarea la dreapta cu un numar de biti, in cazul de fata (w —1). Operatia
de modulo ne asigura ca ramanem in multimea U. Daca w este numarul de biti alocati de

sistem pentru stocarea unui cuvant, atunci ecuatia 2.2 devine:

ha(k) = (ak) >> (w — 1) (2.3)



2.1. UNITATEA DE INVATARE 1 - TABELE DE DISPERSIE CU LISTE INLANTUITE o1

deoarece sistemul trunchiaza orice valoare mai mare de 2" in mod echivalent operatiei modulo,
iar deplasarea (shiftarea) are efectul impartirii. Astfel numarul de operatii se reduce la o
inmultire si o diviziune de numere naturale precum si o shiftare pe biti, ducand la un calcul

foarte eficient al functiei de dispersie.

'Tb:D/O‘ Implementati o tabela de dispersie care stocheaza numere naturale si care rezolva
coliziunile prin liste inlantuite. Folositi pentru selectarea pozitiei de insertie

metoda multiplicare-deplasare.

2.1.9 Metode dinamice

Daca repartizarea in tabela este realizata printr-o functie data, exista posibilitatea ca, pentru
anumite seturi de date, toate cheile sa fie repartizate pe aceeasi pozitie, ajungandu-se din nou
la complexitatea ©(n) la cautare.

Acest lucru poate fi evitat, daca in loc sa se foloseasca o singura functie de dispersie, se
utilizeaza o multime H de functii de dispersie. La fiecare executie se selecteaza in mod aleatoriu
una dintre functiile de dispersie din H care va fi apoi utilizata. Aceasta metoda se numeste

random hashing.

Dispersie universala

Utilizarea dispersiei universale are ca efect faptul ca, pentru acelasi set de date de intrare,
executii diferite ale programului produc in general tabele diferite, astfel putandu-se evita in

orice situatie cel mai defavorabil caz, eventual prin reluare a dispersiei - rehashing,.

Definitie: O multime finita de functii de dispersie H, care repartizeaza cheile dintr-un
univers U intr-o tabela T[0, ..., m — 1] se numeste universala, daca pentru orice doua chei k si
l, k # [, numarul de functii din H pentru care h(k) = h(l) este cel mult |H|/m [4].

Acest lucru asigura faptul ca, pentru o functie aleasa in mod aleatoriu din H, probabilitatea
unei coliziuni intre k si [ este cel mult 1/m. Evident, probabilitatea alegerii oricarei functii din
H este 1/|H|. Probabilitatea alegerii unei functii care repartizeaza k si [ pe aceeasi pozitie este
cel mult (|H|/m)*1/|H|=1/m).

Constructia unor clase universale de functii de dispersie

(1) Pe baza metodei diviziunii. Se alege un numar prim p suficient de mare, astfel incat

sa fie mai mare decat orice cheie posibila. Evident p >> m. Pentru fiecare a € {1,...,p — 1}
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sibe {0,1,...,p— 1} se defineste functia de dispersie [4]:
hay(k) = ((ak + b) mod p) mod m)
Multimea de astfel de functii de dispersie este
Hy = {hapla € {1,...,p—1}ysibe {0,1,...,p—1}}
cu [Hpp|= p(p = 1).
Se poate demonstra ca multimea astfel definita este universala [4].

(2) Pe baza metodei multiplicative (cu shiftare). O familie de functii de dispersie foarte

eficienta poate fi construita pornind de la ecuatia 2.2:
H = {hy|a numar impar }

unde

ho(k) = (ak mod 2%) >> (w —1)

'fb:D/O‘ Implementati o tabela de dispersie care foloseste dispersia universala. Construiti

multimea de functii de dispersie folosind metoda multiply-shift.

[*'- Sa ne reamintim...

e Tabelele de dispersie reprezinta o generalizare a vectorului, in care accesul

prin cheie se realizeaza eficient.

e In tabelele cu adresare directs, elementul cu cheia k se plaseaza pe pozitia
k. Accesul se realizeaza in timp constant, dar ele pot fi folosite doar in

context foarte restrans.

e In tabelele de dispersie determinarea pozitiei de insertie a unui element se

realizeaza cu ajutorul unei functii de dispersie.

e Rezolvarea coliziunii intre 2 chei se poate realiza prin folosirea de liste

inlantuite sau prin adresare deschisa.

e Factorul de incarcare permite estimarea complexitatii operatiilor.
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2.1.10 Rezumat

In aceasti sectiune au fost discutate tabelele de dispersie cu liste inlantuite. Au

fost prezentate notiunile de baza, modul de determinare a pozitiei unei chei intr-o

tabela, rezolvarea coliziunilor cu ajutorul listelor inlantuite si cativa algoritmi in
pseudocod pentru implementarea acestor structuri impreuna cu complexitatea

acestora, determinata de factorul de incarcare.

2.1.11 Test de autoevaluare

1. Se considera o tabela de dispersie de dimensiune m = 8 gi functia hash:
h(k) = k mod m. Sa se determine structura finala a tabelei dupéa inserarea
cheilor: 2, 7, 15, 10, 4, 6, 8 utilizand metoda rezolvarii coliziunilor prin

liste inlantuite. Care este factorul de incarcare a al tabelei obtinute?

2. Daca intr-o tabela, lista de indice 2 contine elementele: 12 — 22 — 32 —

42 — 52, care este numarul de comparatii necesar pentru a gasi cheia 527

3. Explicati modul in care complexitatea de timp si spatiu a operatiilor de

cautare si inserare depind de factorul de incarcare « al tabelei.

4. Sa se scrie un algoritm in pseudocod pentru copierea tuturor elementelor

dintr-o tabela de dispersie intr-o tabela noua (operatia de rehashing).

2.1.12 Raspunsuri la testul de evaluare a cunostintelor

1. Se considera o tabela de dispersie de dimensiune m = 8 si functia hash: h(k) = k mod m.
Sa se determine structura finala a tabelei dupa inserarea cheilor: 2,7,15,10, 4,6,8 uti-
lizand metoda rezolvarii coliziunilor prin liste inlantuite. Care este factorul de incarcare

« al tabelei obtinute?

Rezolvare: Se va calcula valoarea functiei de hash h(k) = k mod m, m = 8 pentru
fiecare din dintre valorile de intrare:

h(2) =2 mod 8 =2

h(7)=T7mod 8 =7

h(15) =15 mod 8 =7

h(10) = 10 mod 8 = 2

h(4) =4 mod 8 =4

(6)

h(6) =6 mod & =6
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h(8) =8 mod 8 =0

Forma finala a tabelei este reprezentata in figura:

234 56 7
FI*JiI*J.lﬂilJ

IE
10
||

numar chei inserate _ 7 _ ( g75

Factor de incarcare: o = - 3
lungimea tabelei

. Daca intr-o tabela, lista de indice 2 contine elementele: 12 — 22 — 32 — 42 — 52, care

este numarul de comparatii necesar pentru a gasi cheia 527

Rezolvare: Pentru cautarea cheii 52, aplicam mai intai functia de hash, care indica
faptul ca aceasta se poate afla pe pozitia 2 din cadrul tabelei. Urmatorul pas consta in
cautarea elementului la nivelul listei asociate acelei pozitii. Aceasta operatie presupune
compararea fiecarui element al listei cu valoarea 52, pana la parcurgerea intregii liste
sau pana la gasirea valorii cautate. In cazul de fata, pentru a gasi 52, este necesar sa
parcurgem toate cele 5 noduri: 12 — 22 — 32 — 42 — 52. Rezulta astfel un numar total

de 5 comparatii.

. Explicati modul in care complexitatea de timp si spatiu a operatiilor de cautare si inserare

depind de factorul de incarcare « al tabelei.

Rezolvare: In cazul tabelei de dispersie care rezolva coliziunile utilizand liste inlantuite,
timpul mediu al operatiei de cautare este determinat de formula: Tjeqn = O(1 + ) (in
cazul repartizarii uniforme a elementelor). Cum « = n/m, n = numarul de elemente
stocate in lista si m dimensiunea tabelei, daca m este proportional cu n complexitatea
de timp devine constanta. Daca elementele nu sunt repartizate uniform sau « este foarte
mare, deci listele devin mai lungi, timpul de cautare creste, putand ajunge la O(n) in cel
mai defavorabil caz.

Complexitatea operatiei de insertie nu este influentata de factorul de incarcare, intrucat
inserarea elementelor in lista se face in timp constant O(1).

Complexitatea de spatiu creste proportional cu numarul elementelor inserate in tabela.
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4. Sa se scrie un algoritm in pseudocod pentru copierea tuturor elementelor dintr-o tabela

de dispersie intr-o tabela noua (operatia de rehashing).

Rezolvare: Algoritm in pseudocod pentru rehashing (copierea elementelor intr-o tabela
noua de dimensiune dubla). Prin hy s-a notat functia ce calculeaza pozitia de insertie a
unei chei in noua tabela H2. Aceasta functie combina atat calculul valorii de hash pentru
o cheie care nu e de tip numar natural (daca este cazul), precum si determinarea pozitiei
in tabela folosind metoda multiply-shift (dat fiind ca dimensiunea tabelei este putere a

lui 2).

Algoritm: L-HASH REHASHING

Input: Tabela de dispersie H.

start
dim_noua < H.dim * 2

aloca memorie pentru noua tabela Hy de dimensiune dim_noua

pentru i < 0, H.size — 1 executa

nod = Hi

cat_timp nod # nil executa
index < hs(nod.cheie) //calculeaza pozitia de insertie
//conform functiei de dispersie pentru noua tabela
ADAUGA (H,[index), nod.cheie)

nod < nod.urmator
sfarsit_cat_timp

sfarsit_for
elibereaza memoria pentru H

H <+ H,
stop
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2.2 Unitatea de invatare 2 - Tabele de dispersie cu adre-

sare deschisa

_% 2.2.1 Introducere

In aceasta unitate vom discuta despre tabele de dispersie in care rezolvarea coliziunilor se

realizeaza prin adresare deschisa.

In cazul adresirii deschise, fiecare pozitie a tabelei de dispersie T' contine un singur element.
Pentru rezolvarea coliziunilor la insertie nu se utilizeaza liste Inlantuite, ci se testeaza diferite
pozitii, obtinute pe baza functiei de dispersie, pana cand se determina o pozitie libera, pe care
poate fi inserat elementul dorit. La cautare se testeaza de asemenea diferite pozitii pana cand

se gaseste elementul cautat sau se ajunge la o pozitie neocupata.

Faptul ca nu se utilizeaza liste inlantuite, ci fiecare pozitie contine cel mult un element, are
ca urmare posibilitatea umplerii tabelei. In schimb se evita pointerii, iar memoria, care altfel
ar fi fost necesara pentru listele inlantuite, poate fi utilizata pentru o tabela de dimensiune mai

mare.

Un alt avantaj al acestui tip de dispersie apare in contextul utilizarii memoriei cache a
calculatoarelor moderne. La capitolul despre liste a fost explicat dezavantajul acestora din

punctul de vedere al vitezei de acces la memorie.

: Q 2.2.2 Obiective

La sfarsitul acestei unitati de invatare studentii vor intelege:

prin testarea pozitiilor.

e Cu se construiesc functii de dispersie potrivite pentru o dispersie uniforma;

Care sunt operatiile de baza si care este complexitatea lor.

e Cum se construiesc functii de dispersie pentru chei de tip vectorial.

Durata medie de studiu individual

Parcurgerea de catre studenti a acestei unitati de invatare se face in 2 ore.

Ce este o tabela cu adresare deschisa si cum se realizeaza rezolvarea coliziunilor
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h(k,t)

| [2s]7] D] [sa] | foo| |

Figura 2.3: Cautarea elementului cu cheia 20. Acesta este gasit dupa 3 teste.

2.2.3 Testarea pozitiilor

Modul de testare a pozitiilor in tabela in cazul adresarii deschise nu este liniar ci depinde
atat de cheia inserata cat si de numarul de testari efectuate pana la momentul curent. Forma

generala a unei functie de dispersie in cazul adresarii deschisa este:
h:Ux{0,1,....m—1} = {0,1,...,m—1}
h(k,t) = pozitia de repartizare a cheii k dupa ¢ teste.

In mod evident, pentru a permite testarea tuturor pozitiilor posibile si a nu reveni periodic
la aceleasi pozitii, testate anterior, functia f(k,t) trebuie sa produca pentru valorile lui t €
{0,...,m—1} o permutare a multimii pozitiilor {0, ... ,m—1}. Cautarea unei chei intr-o astfel
de tabela este ilustrata in figura 2.3.

In continuare sunt prezentati algoritmii generali pentru inserarea si cautare intr-o tabela cu

adresare deschisa, construiti pe baza celor din [4].

Algoritm: TAD_INSEREAZA
Input: O tabela de dispersie T' de dimensiune m, elementul x, unde x.cheie = k

start
t < 0//nr de porzitii testate

repeta
pos < h(k,t)//testeaza o pozitie noua
daca T'[pos] = nil atunci
T[pos] < x
returneaza(pos)
sfarsit_daca

t < t+1 //incrementeaza numarul de teste

pana_cand t = m;

returneaza( -1) //tabela este plina

stop

Algoritmul de cautare testeaza pentru o anumita cheie k aceeasi secventa de pozitii ca

algoritmul de insertie al cheii k.
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Algoritm: TAD_CAUTA
Input: O tabela de dispersie T de dimensiune m, cheia k

start
t+< 0

repeta

pos < h(k,t)

daca T'[pos].cheie = k atunci
| returneaza(pos)

sfarsit_daca

t«t+1
pana_cand t =m sau T[pos| = nil;

returneaza(-1) // esec
stop

Operatia de stergere este problematica in cadrul adresarii deschise. Daca o cheie k
este stearsa prin marcarea pozitiei cu nil atunci o cheie p, inserata dupa k, dar care la
insertie/stergere presupune testarea pozitiei pe care s-a aflat k, nu va mai fi gasita prin al-
goritmul de mai sus.

O solutie a acestei probleme este marcarea pozitiilor sterse cu un marcaj special de pozitie
stearsa, acest lucru presupune modificarea algoritmilor de cautare si inserare si in plus duce la o
complexitate crescuta a operatiei de cautare pentru un numar mare de pozitii sterse. Pe masura
ce creste numarul de pozitii marcate ca sterse, creste timpul de cautare si scade performanta.
Acest lucru se numeste contaminare. Singura posibilitate de rezolvare a acestei probleme este
prin rehashing.

In ceea priveste alegerea unei functii de dispersie pentru adresarea deschisa, aceasta poate
fi realizata in diferite moduri. Important este, ca pentru oricare cheie k probabilitatea unei
secventa de pozitii testate sa fie aceeasi pentru oricare dintre cele m! secvente posibile. In acest
caz vorbim despre dispersie de permutare uniforma si independenta.

In practicd este greu de construit o astfel de functie de dispersie, insa o varianta care se

apropie de acest tip este adresarea deschisa cu dubla dispersie.

Adresarea deschisa cu dubla dispersie

Se considera doua functii de dispersie auxiliare distincte hy(k) si ho(k). Se construieste

functia cu dubla dispersie:
h(k,t) = (h1(k) + the(k)) mod m

Observatii:
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e pozitia initiala testata este h(k,0) = hy(k), deci nu depinde de hq, oricare ar fi cheia k;
e pozitia h(k,t) este la distanta ho(k), fata de pozitia h(k,t — 1), pentru orice t > 0;

e pentru ca secventa de pozitii {h(k,0),h(k,1),...,h(k,m — 1)} sa fie o permutare a
pozitiilor {0,1,...,m — 1} trebuie ca functia ho(k) sa produca valori care sunt prime
fata de m. Daca exista o cheie k, pentru care hy(k) si m au un divizor comun 1 < d < m,
atunci cel mult dupa d teste se repeta din nou testarea pozitiei initiale. Adica vor ramane

in tabela pozitii netestate!!

Satisfacerea conditiei discutate mai sus, se poate obtine daca

— m putere a lui 2 si ho(k) produce intotdeauna un numar impar

— m prim si hy(k) produce numere naturale din {0,1,...,m — 1}, de exemplu consi-

deram functiile de dispersie
hi(k) = k mod m

ho(k) =1+ (k mod my)

cu m prim si m; astfel incat m; ceva mai mic decat m, de exemplu m; = m — 1.

% Exemplu: Considerand functiile de dispersie hy(k) = k mod 11 si he(k) =
1 4+ (k mod 10), cheile 22, 33, 45, 59, 67, 13, 71 vor fi repartizate dupa cum

urmeaza;

h(22,0) = (22 mod 11) mod 11 = 0

h(33,0) = (33 mod 11) mod 11 = 0, este deja ocupat, deci continua testarea

h(33,1) = ((33 mod 11) + (1 + 33 mod 10)) mod 11 = (0 + 4) mod 11 = 4

h(45,0) = (45 mod 11) mod 11 =1

h(59,0) = (59 mod 11) mod 11 = 4, este deja ocupat, deci continua testarea

h(59,1) = (59 mod 1141459 mod 10) mod 11 = (4+10) mod 11 = 3 A(67,0) = (67 mod 11) mod 11 =

1, este deja ocupat, deci continua testarea

h(67,1) = ((67 mod 11) + (1 4 67 mod 10)) mod 11 =9
h(13,0) = (13 mod 11) mod 11 = 2

h(71,0) = (71 mod 11) mod 11 =6

Procesul de insertie a acestor chei, ilustrat grafic in continuare. Se observa ca sunt necesare

semnificativ mai putine incercari decat in cazul repartizarii cu testare liniara.
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Tabela

initiala 22 33 45 59 67 13
R V4 O | R [ 3 ) ) Q2]
1121 (21 [ |2l |45 |45 45| |45
317 I 7 I I 72 O 2 O 72 R VA R
stz 1z N\ Al (2] A5 59 |59
187 I I e (€ ey e
s\ 4 12 141 14 14 12
sl 7 P 7 7| 7 P
(2 4 I v 72 I 71 O 7 R 7 I
3 VA VAV e VA N v
ol 2] 14 2 2 Mol |
ol 2 P 7 P 7 P

Functii de dispersie cu testare liniara

O varianta simplificata a adresarii deschise cu dubla repartizare sunt functiile de dispersie
cu testare liniara. Daca se considera o functie de dispersie auxiliara hy : U — {0,1,...,m—1},
si ha(k) = 1 atunci se obtine:

h:Ux{0,1,....,m—1} —{0,1,...,m—1}

h(k,t) = (hi(k) +t) mod m

% Exemplu: consideram m = 11, hl1(k) = k mod 11 si

h(k,t) = ((k mod 11) + ¢) mod 11.
Atunci cheile 22, 33, 45, 59, 67, 13 vor fi repartizate dupa cum urmeaza:

h(22,0) = (0+0) mod 11 = 0
h(33,0) = (0 + 0) mod 11 = 0, este deja ocupat, deci testarea continua
h(33,1) = (0+ 1) mod 11 = 1
h(45,0) = (1 +0) mod 11 = 1, este deja ocupat, deci testarea continua
h(45,1) = (1 +1) mod 11 =2
h(59,0) = (4 +0) mod 11 =4
h(67,0) = (1 +0) mod 11 = 1, este deja ocupat, deci testarea continua
h(67,1) = (1 + 1) mod 11 = 2, este deja ocupat, deci testarea continua
h(67,2) = (1 +2) mod 11 = 3,
h(13,0) = (2+0) mod 11 = 2, este deja ocupat, deci testarea continua
h(13,1) = (2 + 1) mod 11 = 3, este deja ocupat, deci testarea continua
h(13,2) = (2 +2) mod 11 = 4 este deja ocupat, deci testarea continua
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h(71,0) = (2+3) mod 11 =5

Tabela

initiala 22 33 45 59 67 13
0/ 22 22 22 22 22 22
B 7 &S B B
7 B3 o e
3|/ / / / / 67 67
TN 7 I 72 72 I 2 R Y I T D
sl 2 2 4 72 AN
6 |/ / / / / / /
7 I v 72 v 73
0 I I 72 IV OV e V2 e 2
9 |/ / / / / / /
Nz Rz Zz 7z Rz R

Observatie: Dezavantajul testarii liniare este acela ca, pe masura ce se adauga elemente,
cresc secventele de pozitii succesive ocupate - primary clustering, ceea ce duce la cresterea
complexitatii de insertie/cautare.

Totusi, in cadrul sistemelor moderne cu memorie ierarhizata, acest clustering nu mai con-

stituie un dezavantaj. Acest lucru va fi discutat in urma analizei complexitatii.

Analiza complexitatii

Fie o tabela de dispersie cu factorul de incarcare « = n/m < 1, unde n = numarul de pozitii
ocupate si m = dimensiunea tabelei. De asemenea presupunem ca functia de dispersie asigura
repartizarea uniforma. Aceasta presupune ca, pentru orice cheie k, toate cele m! permutari ale
multimii 0,1,...,m — 1 au aceeasi probabilitate de a reprezenta ordinea in care sunt testate
pozitiile din tabel. Complexitatea cautarii unei chei in acest caz este determinata pe baza

urmatoarelor doua teoreme.

Teorema 2.2.1 Pentru o tabela de dispersie cu adresare deschisa, cu factorul de incarcare
a < 1, numarul mediu de teste necesare pentru cautarea fard succes este cel mult 1/(1 — «),

presupunand o distributie uniforma [4].

Teorema 2.2.2 Pentru o tabela de dispersie cu adresare deschisa, cu factorul de incarcare
a < 1, numarul mediu de teste necesare pentru cautarea cu succes este cel mult élog ﬁ, pre-

supunand o distributie uniforma [4).
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Ambele teoreme sunt demonstrate cu ajutorul relatiilor probabilistice in [4].

Observatie: In practicd, daci factorul de incircare devine foarte mare, eficienta insertiei,
care presupune cautarea unei pozitii neocupate, deci de fapt cautarea fara succes a cheii elemen-
tului ce se insereaza, scade semnificativ. Astfel, atunci cand « se apropie de 80% se recomanda
redimensionarea tabelei si rehashing. De exemplu, in limbajul Python, care implementeaza
dictionarele folosind adresarea deschisa, se porneste cu o tabela de dimensiune 8 si atunci cand

s-a umplut 75% din tabela, aceasta se redimensioneaza.

Eficienta in contextul memoriei ierarhizate

S-a discutat mai sus problema pe care o prezinta testarea liniara si anume, aparitia in urma
coliziunilor a unor grupuri de pozitii succesive ocupate. Acest lucru produce in cazul multor
coliziuni un timp crescut de cautare, mai ales in situatia sistemelor mai vechi cu memorie RAM
standard.

Sistemele CPU moderne au insa memoria de lucru ierarhizata, avand unul sau mai multe
niveluri de memorie cache rapida. Cu cat nivelul de memorie este mai rapid, cu atat se sto-
cheaza mai putina informatie, dar viteza de calcul este semnificativ mai mare. In afard de
aceasta, memoria cache este organizata in blocuri de memorie succesive, incarcate din memoria
principala. Astfel, pastrand calculele in interiorul aceluiasi bloc de memorie devine extrem de
eficient, mult mai eficient decat accesarea unei pozitii noi aflate in alt bloc de memorie.

Din aceste considerente, desi la prima vedere testarea liniara pare mai putin eficienta, ea
devine o metoda foarte buna in contextul memoriei ierarhizate.

In plus, in cazul testarii liniare exista un algoritm simplu de tratare a stergerilor din tabela,
fara a fi necesara marcarea pozitiilor sterse, care conduce la contaminare. Algoritmul poate fi

gasit in [4]

2.2.4 Perfect hashing

O functie de distributie ideala va produce pentru orice doua chei inserate pozitii de insertie
diferite. Exista situatii, atunci cand sunt cunoscute toate cheile posibile (de exemplu in cazul
unui dictionar), sa fie construite functii de dispersie ideale in care sa se evite orice coliziune.
Acest lucru se numeste perfect hashing. In [4] este propus un algoritm de dispersie perfect, care
are la baza tot ideea de bucket-uri similar cu rezolvarea coliziunilor prin inlantuire, doar ca, in
loc de liste inlantuite se utilizeaza tabele de dispersie secundare.

In cazul general acest lucru este practic imposibil, astfel incat se recomanda construirea

de functii de dispersie care sa produca o repartizare uniforma a cheilor in tabela, rezultand o
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probabilitate mica de coliziune. Pentru chei numere intregi au fost prezentate cateva criterii
de constructie a acestor functii. In plus, o functie de dispersie buna trebuie sa utilizeze toate
partile unei chei pentru generarea valorii de dispersie. De exemplu, daca se utilizeaza string-uri
pentru chei, nu se vor considera doar primele 5 caractere pentru generarea valorii de dispersie
sau daca se folosesc chei numere intregi cu mai multe cifre, nu se vor utiliza doar anumite cifre

ale acestora.

&
To :D/O: Implementati o tabela de dispersie care stocheaza numere naturale si care rezolva

coliziunile prin adresare deschisa cu dubla dispersie.

2.2.5 Tratarea cheilor de tip vectorial (sir de caractere)

In partea teoretica prezentata pana acum s-a considerat doar distribuirea de chei numere
naturale. In practica exista chei de diferite tipuri, frecvent caractere sau siruri de caractere.

Acestor chei trebuie mai intai sa li se asocieze un numar natural.

In primul rand putem considera pentru fiecare caracter ASCII codul sau numeric. Problema
este insa, cum combinam codurile unei secvente de caractere intr-un numar natural, astfel incat
sa nu depasim valoarea maxima admisa si sa evitam coliziunile care se produc, daca pentru

doua siruri de caractere se genereaza aceeasi valoare numerica.

Functii elementare de transformare a unui string intr-un numar natural

Cele mai simple metode de a transforma o cheie de tip string intr-o cheie numerica sunt

hashing-ul aditiv si XOR -hash, descrise mai jos.

Hashing - aditiv - presupune adunarea codurilor numerice corespunzatoare tuturor ca-
racterelor din sir. Acest mod de calcul al unei chei numerice este extrem de prost, deoarece

genereaza coliziuni pentru toate permutarile unui sir de caractere. In practica este deci inutili-
zabil.

XOR -hash - presupune aplicarea iterativa a operatiei XOR asupra caracterelor din sir.
Practic se porneste cu valoarea h_val = 0, care pentru fiecare caracter sir[i] din sir se modifica
prin instructiunea

h_val < h_val XOR sir|i]

Nici aceasta metoda nu da rezultate bune in ceea ce priveste coliziunile, dar operatia XOR

poate fi utilizata in cazul unor functii de repartizare mai sofisticate.



64 CAPITOLUL 2. TABELE DE DISPERSIE

Functii polinomiale de dispersie

Un tip functie de dispersie frecvent utilizata pentru a asocia unui string un numar natural

este un polinom de grad L — 1 unde L este lungimea sirului considerat:
h(sir) = sir[0] 4 sir[1] * p + sir[2] * p> + ... + sir[L — 1] x p"~! = Z sir[i] * p'

In cazul unor siruri de caractere lungi exista riscul de a obtine valori extrem de mari, care
depasesc maximul admis pentru valorile numerice. Din acest motiv, adesea valoarea obtinuta
se considera modulo M, unde M este suficient de mare, ca sa poata permite obtinerea tuturor

numerelor naturale din intervalul posibil ([0, MAX_INT]). Formula devine astfel:

h(sir) = (Z siri| *pi) mod M

In [12] se folosesc metoda lui Horner si regulile pentru restul impartirii la un numar natural

pentru a calcula iterativ formula, astfel
hp =0,h; = (hiy1 * p+ sir[i]) mod M,i=n—1,...,0

Pentru a avea o probabilitate cat mai redusa de coliziuni, este esentiala alegerea parametrilor
psi M. In [12] este discutat modul de alegere al acestora. In diferite exemple practice se
utilizeaza pentru p un numar prim, de exemplu 31 sau 33 (Bernstein hash), iar pentru M poate

264

fi considerat un numar prim mai mic decat 2°*, o valoare intalnita in literatura online fiind

10° + 7.

Algoritmul FNV

Unul dintre cei mai cunoscuti algoritmi de asociere a unei valori naturale pentru un string,
algoritmul FNV (Fowler-Noll-Vo) [7], utilizeaza o metoda similara cu cea a polinoamelor, doar
ca in loc de adunare intre puteri se foloseste operatia de XOR. Algoritmul general prezentat
in continuare utilizeaza doua constante FNV _Prime si FNV _Basis care depind de numarul
de biti pe care este reprezentata valoare de dispersie rezultata. In [7] este explicat modul de

alegere al acestor constante. Pentru valori pe 32 de biti se considera:

FNV _Prime = 16777619, FNV _Basis = 2166136261
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iar pentru 64 de biti se considera:

FNV_Prime = 1099511628211, FNV _Basis = 14695981039346656037

Algoritm: FNV_HASH
Input: O cheie sir

start
hash < FFNV _Basis

pentru V byte b € sir executa
hash < hash x FNV _prime

hash < hash XOR b
sfarsit_for

returneaza(hash)
stop

Algoritm: FNV-1A_HASH
Input: O cheie string

start
hash < FFNV _Basis

pentru V byte b € sir executa
hash < hash XOR b

hash < hash x FNV _prime
sfarsit_for

returneaza(hash)
stop

Algoritmul FNV-1a este o alternativa a algoritmului FNV, care este utilizata de exemplu
de Visual Studio pentru hashing.

Observatie Evident, in cazul tuturor acestor functii care calculeaza o valoare naturala aso-
ciata unui string, pentru a insera intr-o tabela de dispersie valoarea obtinuta, trebuie deter-
minata pozitia corespunzatoare printr-una dintre metodele prezentate in unitatea precedenta,

de exemplu folosind metoda diviziunii sau metoda multiply-shift.

Tabele de dispersie implementate in STL

Implementare GCC

Modul de implementare al bibliotecilor C'4 4 depinde de compilator. In general din sursele
online, rezulta ca tabelele de dispersie, folosite de std::unordered_set, respectiv std::unordered_map
au in implementare la baza liste inlantuite, de fapt o singura lista, in care elementele din fie-

care bucket sunt grupate in "subliste”. Ordinea in care aceste "subliste” apar in tabela nu este
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poziti o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

tabeld | nil [ nil [nil| |, | ,|nil|, [nil]nil
v =
head {613 13 23 44 107 37 15 125
A A ) ) A ) A
bucket 3 bucket 4 bucket 7 bucket 5

Figura 2.4: Reprezentarea unei tabele de dispersie de dimensiune 10, in care au fost inserate
cheile 23, 44, 37, 107, 125, 15, 613. Dat fiind ca la baza se afla un std::forward _list, insertia
intr-un bucket se face la inceputul acestuia.

relevanta.

Tabela este reprezentata de un array, care contine pe fiecare pozitie un iterator (pointer)
catre elementul dinaintea primului element (atunci cand se foloseste o lista simplu inlantuita
- de ex. GCC) sau catre primul element (in cazul unei liste dublu inlantuite - implementarea
Microsoft) din bucket-ul corespunzator cheilor repartizate pe pozitia respectiva. Implementarea
printr-o singura lista permite o iterare rapida prin elementele tabelei de dispersie.

Modul de implementare din GCC este ilustrat in figura 2.4

Initial, la declarare se porneste cu o tabela ce dispune de 8 bucket-uri. Atunci cand factorul
de incarcare depaseste valoarea maxima admisa, care in mod standard este a = 1.0, are loc
operatia de realocare a memoriei si rehashing.

Ordinea in care sunt plasate in lista bucket-urile, precum si ordinea in care se afla elementele
unui bucket depinde de mai multi factori, de exemplu de ordinea de inserare a elementelor sau

de rehashing.
Implementare Visual Studio (C' + +17)

In Visual Studio (C' + +17) implementarea foloseste o lista dublu inlantuita, iar algoritmul
de hasing este urmatorul.

Oricarei cheie de tip primitiv (int, chat, float, double, string) i se asociaza o valoare naturala
folosind algoritmul de hash FNV-1a [7, 9].

La fel ca in cazul implementarii GCC, se considera initial nr_buckets = 8 si atunci cand
factorul de incarcare devine mai mare ca 1, se dubleaza numarul de bucket-uri curente.

Dupa calcularea valorii de hash cu FVN-1a selectarea bucket-ului pentru insertie se reali-

zeaza 1n modul urmator:

e se consider (num_buckets — 1), deoarece num_buckets = 2! si atunci (num_bucekts — 1)
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are toti bitii egali cu 1

e se calculeaza apoi hash(k)&(num_buckets — 1) ca indice al bucket-ului in care se va plasa
k, unde & semnifica operatia de 'si’ pe biti. Cu alte cuvinte, din valoarea hash rezultata

dupa aplicarea FVN-1a, se pastreaza doar cei mai semnificativi [ biti.

Desi alegerea bucket-ului folosind metoda de mai sus (selectarea ultimilor biti ai valorii
de hash) nu este foarte buna, din punct de vedere al coliziunilor, comparativ de exemplu cu
metoda multiply-shift, viteza de calcul este foarte mare. Se considera ca FNV-la produce o
dispersie suficient de buna, ca sa atenueze calitatea mai scazuta a modului de alegere a pozitiei
de insertie. Modul de implementare al repartizarii in Visual Studio poate fi gasit prin studierea

codului sursa.

I.‘? Sa ne reamintim...

e In cazul tabelelor cu adresare deschisa rezolvarea coliziunii intre 2 chei se

realizeaza prin testarea pozitiilor.

e Metoda cu dubla dispersie se apropie cel mai mult de o repartizare uni-

forma in tabela.

e In contextul memoriei ierarhizate, functiile de dispersie du testare liniara

pot constitui un avantaj.

e Daca factorul de incarcare depaseste 0.7, eficienta tabelelor scade semni-

ficativ.
2.2.6 Rezumat

In aceasti sectiune au fost discutate tabelele de dispersie cu adresare deschisa.
Au fost prezentate notiunile de baza, modul de determinare a pozitiei unei chei

intr-o tabela, rezolvarea coliziunilor si cativa algoritmi in pseudocod pentru im-

plementarea acestor structuri impreuna cu complexitatea acestora. Au fost dis-
cutate mai multe functii de dispersie pentru chei de tip vectorial, respectiv string.
De asemenea au fost prezentate structurile corespunzatoare din biblioteca STL,

respectiv unordered_set, unordered_map.
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2.2.7 Test de autoevaluare

1. Se considera o tabela de dispersie cu adresare deschisa, de dimensiune m = 11, si functia
de dispersie cu testare liniara hy (k) = k mod m. Sa se determine structura finala a tabelei
dupa inserarea cheilor: 18, 22, 4, 7, 33, 21, 37.

2. Sa se determine structura finala a tabelei daca valorile 18, 22, 4, 7, 33, 21, 37 sunt inserate

intr-o tabela de dispersie de dimensiune m = 11, utilizand metoda dublei repartizari cu
functiile: hy(k) = k mod 11, he(k) =7 — (k mod 7).

3. Sa se explice modul in care factorul de incarcare a influenteaza timpul mediu si timpul

din cel mai rau caz pentru operatiile de cautare.

4. Sa se scrie un algoritm in pseudocod pentru operatia de rehashing, caz in care dimensiunea

tabelei se dubleaza.

5. Sa se analizeze impactul unei alegeri nepotrivite a functiei hy(k) asupra performantei de

timp pentru operatia de insertie intr-o tabela cu dubla repartizare.

6. Scrieti un algoritm pseudocod care primeste ca input o tabela de dispersie cu dubla

repartizare si returneaza factorul de incarcare.

2.2.8 Raspunsuri la testul de evaluare a cunostintelor

1. Se considera o tabela de dispersie cu adresare deschisa, de dimensiune m = 11, si functia
de dispersie cu testare liniara hy (k) = k mod m. Sa se determine structura finala a tabelei
dupa inserarea cheilor: 18, 22, 4, 7, 33, 21, 55.

Rezolvare: Valoarea functiei de dispersie se calculeaza in functie de valoarea cheii pe
care dorim sa o inseram k si a numarului ¢ de teste efectuate pana la momentul curent,

dupa o expresie liniara in ¢, anume

h(k,t) = (hi(k) + t) mod m

Pentru cheile din enunt se obtine:
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h(18,0) = (h1(18)40) mod 11 = (18 mod 114+0) mod 11 =7 mod 11 =7 = TI[7] =

18
h(22,0) = (22 mod 11+ 0) mod 11 =22 mod 11 = 0= T[0] = 22
h(4,0) = (4 mod 114+0) mod 11 =4 mod 11=0= T[4] =4
h(7,0) = (7 mod 11 +0) mod 11 =7 mod 11 = 7 = Coliziune (T'[7] este ocupat)
h(7,1) = (7 mod 11+1) mod 11 =(7+1) mod 11 =8= T[8] =7
h(33,0) = (33 mod 11 +0) mod 11 =33 mod 11 = 0 = Coliziune (7[0] este ocupat)
h(33,1) = (33 mod 11+1) mod 11 =(0+1) mod 11 =1= T[1] =33
h(21,0) = (21 mod 11+ 0) mod 11 =21 mod 11 = 10 = T[10] = 21
h(55,0) = (55 mod 11 +0) mod 11 =55 mod 11 = 0 = Coliziune (7[0] este ocupat)
h(55,1) = (55 mod 11 +1) mod 11 = (0 + 1) mod 11 = 1 = Coliziune (7[1] este
ocupat)

h(55,2) = (55 mod 11+2) mod 11 = (0+2) mod 11 =2 = T[2] =55
Reprezentarea vizuala a tabelei este ilustrata in figura:

E‘;‘Zﬁ 18 2 4 7 33 21 55
ol/ o[ /71 o2 022 0[22 o[22 o[22 022
1|/ 1|/ 1|/ 1|/ 1|/ 133 1133 1133
21/ 20/ 20/ 20/ 20/ 2|/ 20/ 255
314 37 3l 3/ 3]/ 30/ 30/ 3
41/ 41/ 4l / 44 414 414 4|4 414
51/ 5|/ 5|/ 5|/ 5|/ 5|/ 5|/ 5|/
6|/ 6| 7/ 6!/ 6|/ 6|/ 6|/ 6|/ 6|/
7171 78] 7[18] 718 7118]  7[18 7[18 7[18
8|71 s[7] s[7 8|/ 8[7 8|7 8 8|7
91/ 9|/ 9| / 9|/ 9|/ 9|/ 9|/ 9|/
10|/ 10] / 101 / 10| / 10] / 10| / 10|21 10 [21

2. Sa se determine structura finala a tabelei daca valorile 18, 22, 4, 7, 33, 21, 55 sunt inserate
intr-o tabela de dispersie de dimensiune m = 11, utilizand metoda dublei repartizari cu
functiile auxiliare: hy(k) = k mod 11, ho(k) = 7 — (k mod 7).

Rezolvare: Valoarea functiei de hash este definita de formula:

h(k,t) = (hy(k) +t - ha(k)) mod m
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Pentru cheile din enunt se obtine:

h(18,0) = (18 mod 1140+ (7— (18 mod 7))) mod 11 = (7+0-3) mod 11 =7 = T'[7] = 18

h(22,0) = (22 mod 11 + 0) mod 11 = 0 mod 11 = 0 = T[0] = 22

h(4,0) = (4mod 11 +0) mod 11 =4 mod 11 =4 =T[4] =4

h(7,0) = (7 mod 11 4+ 0) mod 11 = 7 mod 11 = 7 = Coliziune (T[7] este ocupat)
h(7,1) = (7T+1-(7—(7mod 7))) mod 11 = (7+1-7) mod 11 =14 mod 11 =3 =T[3| =7
h(33,0) = (33 mod 11 + 0) mod 11 = 0 mod 11 = 0 = Coliziune (7T'[0] este ocupat)
h(33,1) = (0+1-(7—(33mod 7))) mod 11 = (0 +1-2) mod 11 =2 = T[2] = 33

h(21,0) = (21 mod 11 + 0) mod 11 = 10 = T[10] = 21

h(55,0) = (55 mod 11 + 0) mod 11 = 0 mod 11 = 0 = Coliziune (7'[0] este ocupat)
h(55,1) = (0+1-(7— (55 mod 7))) mod 11 = 6 = T'[6] = 55

Reprezentarea vizuala a tabelei este ilustrata in figura:
Tabela

initiala 18 22 4 7 33 21 55
0]/ 0|/ 022 022 022 022 022 022
1]/ 1l 1 1]/ 1]/ 1]/ 1]/ 1]/
210/ 20/ 2l / 20/ 20/ 2(33 2133 2(33
3|/ 30 3|/ 30/ 3|7 307 3|7 3|7
41/ 41 / 4l / 414 4|4 414 4|4 414
50/ 50/ 5|/ 50/ 50/ 50/ 50/ 50/
6|/ 6| / 6l / 6|/ 6|/ 6|/ 6|/ 6|55
71/ 7118 7118 7118 7118 7118 7118 7118
8|/ 87/ 8|/ 8|/ 8| / 8| / 8| / 8|/
9|/ 9/ 9l / 9/ 9|/ 9| / 9/ 9/
10|/ 10 / 10l / 10 / 10|/ 10|/ 10 |21 10 [21

. Sa se explice modul in care factorul de incarcare « influenteaza timpul mediu si timpul

din cel mai rau caz pentru operatiile de cautare.

Rezolvare: Factorul de incarcare este definit prin formula: o = ﬁ, unde n este numarul
de elemente stocate, iar m dimensiunea tabelei. Valoarea facto%lui de Incarcare fiind
astfel o valoare din intervalul [0,1]. Daca valoarea a = 1 = tabela este plind (toate
pozitiile sunt ocupate), iar daca a = 1 = tabela este libera. Timpul mediu este oferit de
formula ~ ﬁ, astfel ca timpul mediu creste direct proportional cu factorul de incarcare,
adica cu gradul de ocupare al tabelei. Cand o — 1, numarul de verificari din cadrul

operatiilor de cautare si stergere creste rapid, iar in cel mai rau caz devine O(m).
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4. Sa se scrie un algoritm in pseudocod pentru operatia de rehashing, caz in care dimensiunea

tabelei se dubleaza.

Rezolvare: Operatia de rehashing presupune dublarea dimensiunii tabelei si reinserarea
tuturor elementelor in noua structura, in care acestea vor fi distribuite pe pozitii diferite
datorita modificarii parametrului m din formula functiei de hash. La final, referinta catre

noua tabela o inlocuieste pe cea a tabelei anterioare, aceasta devenind tabela principala.

Algoritm: REHASHING

Input: O tabela de dispersie cu dubla repartizare T" de dimensiune m

start
dim_noua < m * 2

Tous & M %2
aloca memorie pentru noua tabela Ty, de dimensiune dim_noua
pentru ¢ < 0, m executa

daca Ti] # nil atunci
<0

poz <+ h(T[i],t)
cat_timp 7,,.[poz] = nil executa
t+—1t+1
poz < h(Ti],t)
sfarsit_cat_timp
Touzlpoz] < Ti]
sfarsit_daca

sfarsit_for
elibereaza memoria pentru 7'

T < Thus
stop

5. Sa se analizeze impactul unei alegeri nepotrivite a functiei hy(k) asupra performantei de

timp pentru operatia de insertie intr-o tabela cu dubla repartizare.

Rezolvare: Daca functia hy(k) nu este aleasa corect (de exemplu, nu este coprima
cu dimensiunea tabelei sau produce valori foarte mici), atunci pasii de verificare vor fi

repetati periodic, fara a acoperi toate pozitiile tabelei. Aceasta poate duce la:

e blocarea procesului de insertie (nu se gaseste niciodata o pozitie libera, desi tabela

nu este plina)

e cresterea semnificativa a timpului de inserare, pana la O(m) in cel mai rau caz
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6. Scrieti un algoritm pseudocod care primeste ca input o tabela de dispersie cu dubla re-

partizare si returneaza factorul de incarcare.

Rezolvare: Pentru determinarea factorului de incarcare, este necesar sa se numere
numarul de valori existente in tabela si sa se calculeze raportul dintre acest numar si

dimensiunea totala a tabelei.

Algoritm: CALCUL_FACTOR_INCARCARE

Input: O tabela de dispersie cu dubla repartizare 1" de dimensiune m

start
n<+0

pentru i < 0, m executa

daca Ti] # nil atunci
| n+<n+1

sfarsit_daca
sfarsit_for
a<—n/m

returneaza(a)
stop




Capitolul 3

Arbori. Arbori binari

Introducere

Un capitol mare in cadrul structurilor de date il reprezinta arborii radacina. Acestia au o
structura ierarhizata si sunt utili intr-o serie de aplicatii practice. De-a lungul acestui curs vor
fi discutate diferite tipuri de arbori, pornind de la heap-urile binare, arborii binari de cautare
si pana la structuri mai complexe precum B-arborii sau arborii Quad. In acest modul vor fi

introduse definitii si notatii generale pentru arbori, precum si modurile de parcurgere a acestora.

Competente

La sfarsitul acestui modul de invatare studentii vor intelege:
e Ce este un arbore radacina in general si ce este un arbore binar in particular.

e (Care sunt modurile de reprezentare si de parcurgere ale unui arbore binar.

73
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3.1 Unitatea de invatare 1 - Arbori

_% 3.1.1 Introducere

In informaticd, arborii reprezint3 o structura de date esentiala, utilizata pentru organizarea
ierarhica a informatiei. Inspirati din natura, arborii informatici reflecta o relatie de tip parinte-
copil intre elemente, permitand modelarea clara si eficienta a datelor care necesita o astfel de
structura logica. Desi denumirea sugereaza o radacina in partea de jos si ramuri in sus, in
reprezentarea informatica arborele are radacina sus, iar ramificatiile coboara spre nivelurile
inferioare, oferind o imagine inversata fata de cea biologica.

Un arbore este format din noduri legate intre ele prin muchii, iar fiecare nod poate avea mai
multi copii, dar un singur parinte, cu exceptia radacinii, care nu are niciunul. Aceasta structura
permite gestionarea eficienta a datelor, fie ca este vorba de fisiere intr-un sistem de operare, de
elemente intr-o interfata grafica, de expresii intr-un compilator sau de decizii intr-un algoritm
de inteligenta artificiala.

Arborii se regasesc in numeroase aplicatii practice, datorita capacitatii lor de a facilita

cautarea rapida, inserarea controlata a informatiei si mentinerea ordinii logice.

3.1.2 Competente

La sfarsitul acestei unitati de invatare studentii vor intelege:

e Ce este un arbore radacina in general si ce este un arbore binar in parti-

cular.
e (Care sunt elementele ce compun un arbore binar.
e Care sunt modurile de reprezentare ale unui arbore binar.

e Care sunt modurile de parcurgere ale unui arbore binar.

Durata medie de studiu individual

Parcurgerea de catre studenti a acestei unitati de invatare se face in 1 ora.

3.1.3 Definitii si notatii

In informatica un arbore este o structura ierarhica de noduri interconectate, dintre care
unul este numit radacina si se afla pe cel mai inalt nivel ierarhic. Intr-un arbore nodurile sunt
conectate intr-o relatie de tip parinte - fiu. Fiecare nod, cu exceptia radacinii, are un parinte.

De asemenea, orice nod poate avea 0 sau mai multi fii. Niciun nod nu imparte vreun fiu cu alt
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nod. Din punct de vedere al grafurilor, un arbore este un graf conex fara cicluri.

Un arbore se reprezinta ierarhic pe niveluri:
e Pe nivelul 0 se reprezinta nodul radacina r.

e Pentru fiecare nod x aflat pe un nivel k, descendentii sai directi (fiii) se afla pe nivelul
k+ 1.

Un exemplu de arbore este prezentat in fig. 3.1.

nivel 3

Figura 3.1: Arbore in reprezentarea ierarhica pe niveluri.

Definitii : Se considera un arbore de radacina r si ,y noduri din arbore. Atunci:

e parinte al lui y este acel nod = pentru care (x,y) este muchie, iar = se afla cu un nivel

deasupra lui y;

e fiu al lui = este un nod y pentru care (z,y) este muchie, iar y se afla cu un nivel mai jos

decat x;

e stramos / ascendent al lui = este orice nod y la care se poate ajunge de la x urcand

de la parinte la parinte;

e urmas / descendent al lui x este orice nod y la care se poate ajunge de la x printr-o

succesiune de fii;
e frati sunt doi fii ai aceluiasi nod;
e frunza este un nod fara fii;

e nod intern este un nod care nu este frunza.
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Definitie - adancimea / inaltimea unui arbore: Lungimea drumului de la radacina r

la un nod x se numeste adancimea nodului . Adancimea radacinii este 0.

Lungimea celui mai lung drum de la x la o frunza se numeste inaltime si se noteaza prin h(z).

Exemplu: Considerand arborele din figura 3.1 adancimea nodului 1 este 2 iar

inaltimea este 1. naltimea unei frunze este 0. Atentie: exista documentatii in

care inaltimea unei frunze este considerata egala cu 1.

Definitie - subarbore: Se numeste subarbore de radacina x al unui arbore, arborele for-

mat din nodul x impreuna cu toti descendentii sai.

Exemplu: in arborele din figura nodurile cuprinse in marcajul rosu formeaza

un subarbore, care are drept radacina nodul cu cheia 9.

OO\ OO
@ subarbore

Arbori n-ari - definitii

Se numeste arbore n-ar un arbore pentru care fiecare nod are cel mult n fii.

Un arbore n-ar se numeste arbore plin, daca fiecare nod intern are exact n fii.

Un arbore n-ar se numeste arbore perfect, daca daca fiecare nod intern are exact n fii si

toate frunzele au aceeasi adancime.

Un arbore n-ar se numeste complet, daca toate nodurile interne, cu exceptia eventual a
celor de pe penultimul nivel, au exact n fii, iar nodurile de pe ultimul nivel sunt asezate

cel mai la stanga posibil pe nivelul respectiv.
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Exemplu: de arbore ternar complet.

&
oUloBRG

Definitie - Arbore binar: Un arbore binar este un arbore in care fiecare nod are cel mult
doi descendenti directi. Atunci cand fiecare nod are 0 sau 2 fii, arborele se numeste arbore binar

strict. In cazul unui arbore binar un nod are un fiu stang si un fiu drept.

Exemplu: de arbore binar.

3.1.4 Reprezentarea arborilor

Pentru implementarea arborilor, pot fi utilizate diferite moduri de reprezentare. Cele mai

frecvente dintre acestea sunt prezentate in continuare.

Reprezentare secventiala - se preteaza in cazul arborilor completi.

Un arbore n-ar complet de radacina r poate fi memorat intr-un tablou unidimensional -
array - in care pe pozitia 0 se afla radacina, pe urmatoarele n pozitii se afla fiii radacinii si
in general pentru un nod oarecare aflat pe pozitia ¢ fiul al k-lea, 1 < k < n se afla pe pozitia
nx*i+ k.
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Exemplu: de arbore binar complet memorat intr-un vector.

reprezentare prin vector

Llifofefr]7]s[4fof2]s]

Reprezentare mixta (pentru arbori binari)

Reprezentarea mixta poate utiliza 3 vectori. Primul - INFO - contine informatiile din
noduri, al doilea - left - are pe pozitia ¢ indicele fiului stang al nodului ¢ - in vectorul INFO -,
iar vectorul al treilea - right - are pe pozitia ¢ indicele fiului drept al nodului . O alta varianta
mai comprimata ar fi aceea de utilizare a unui vector de noduri. Fiecare nod ar contine in acest
caz 3 campuri: unul pentru informatie, unul pentru indicele fiului stang si unul pentru indicele
fiului drept. Daca este necesara si cunoasterea parintelui, atunci trebuie completata structura

cu aceasta informatie.

Exemplu: de arbore binar (a) impreuna cu reprezentarea mixta folosind trei

vectori (b).

25

indice[ info [ left [right
S 0o [ 8| 1] 2

10
20

AN

¥ OX I ¥ ¥ b W
¥ ¥ ¥ ¥ ON DN X

NN LB W N =
[a—
N

a) b)

Reprezentare cu ajutorul unei structuri de noduri

e Pentru un arbore oarecare (nu binar): pentru fiecare nod se utilizeaza o structura in
care se retine informatia, legatura catre o lista / vector de descendenti directi si (eventual)

legatura catre nodul parinte.

e Pentru un arbore binar: fiecare nod este reprezentat printr-o structura in care se retine

informatia, legatura catre fiul stang, legatura catre fiul drept si legatura catre parinte.
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cheie parinte |stdnga | dreapta

NN

cheie parinte|stanga|dreapta | |cheie parinte|stanga|dreapta

e Pornind de la reprezentarea unui arbore binar, se poate utiliza pentru arbori oarecare o
structura asemanatoare, in care se pastreaza informatia, o legatura - fiu - catre cel mai
din stanga fiu si o legatura - frate - catre primul frate din dreapta al nodului, precum si o

legatura catre parinte. Un exemplu pentru acest mod de reprezentare este ilustrat grafic

in figura 3.2.

8

e ﬁu?r

© 5O O, R
ONONOIOIORER

p
arbore oarecare fiu| fr
A GLoTp
6|p il ] 775
ﬁu fr I_>ﬁu fr
LTp] 7
fiu| fr 1|p
fiu ﬁi
reprezentare fiu-frate L 2|p
fiu| fr .
T p
fiu fr

Figura 3.2: Arbore binar reprezentat printr-o structura de tip fiu-frate.

3.1.5 Parcurgerea arborilor

Exista doua moduri generale de parcurgere a arborilor oarecare:

e Parcurgerea in latime: presupune vizitarea nodurilor arborelui de la stanga la dreapta,

pornind de la nivelul 0 si parcurgand pe rand fiecare nivel. Se poate realiza practic

utilizand o coada C.

e Parcurgerea in adancime: presupune vizitarea fiilor unui nod de la stanga spre dreapta,

insa trecerea la fratele din dreapta se face abia dupa ce au fost vizitati toti descendentii
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nodului curent, adica intregul sau subarbore. Aceasta parcurgere poate fi implementata

cu ajutorul unei stive S.

Exemplu: in cazul arborelui din figura 3.2, parcurgerea in latime va avea ca

rezultat afisarea cheilor in ordinea: 8, 9, 5, 0, 7, 6, 3, 1, 2, 11. Parcurgerea in
adancime va avea ca rezultat afisarea cheilor in ordinea: 8, 9, 5, 6, 3,0, 7, 1, 2,
11.

3.1.6 Parcurgerea arborilor binari

Parcurgerea in latime a unui arbore binar presupune parcurgerea nodurilor pornind de
la radacina si parcurgand apoi fiecare nivel de la stanga la dreapta. Acest mod de parcurgere

este ilustrata grafic in figura 3.3.

Figura 3.3: Parcurgere pe niveluri.

Algoritmul de parcurgere presupune utilizarea unei cozi C', in care se stocheaza nodurile, ai

caror fii mai trebuie prelucrati.
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Algoritm: PARCURGERE-LATIME
Input: Arborele binar T’

start
C 0

ADAUGA(C, T.rad) //Pune radacina in coada C

cat_timp C # () executa
curent < PRIM(C)

EXTRAGE(C)
proceseaza(curent)

daca curent.stanga # nil atunci
| ADAUGA(C, curent.stanga)

sfarsit_daca

daca curent.dreapta # nil atunci
| ADAUGA(C, curent.dreapta)

sfarsit_daca

sfarsit_cat_timp

stop

Complexitatea acestui algoritm este O(n), n este numarul de noduri din arbore.

Parcurgerea in adancime a unui arbore binar presupune parcurgerea fiecarui nod impreuna
cu subarborele stang si subarborele drept. Subarborele stang se ia in considerare inaintea su-
barborelui drept. In functie de ordinea in care parcurg radacina si subarborii, se disting trei

tipuri de parcurgere:
e Preordine (RSD): radacina, subarbore stang, subarbore drept
e Inordine (SRD): subarbore stang, radacina, subarbore drept

e Postordine (SDR): subarbore stang, subarbore drept, radacina

AN [ Exemplu: Se considera arborele binar din figura.

RSD: 20, 15, 9, 0, 17, 30, 24, 22, 36, 45.
SRD: 0, 9, 15, 17, 20, 22, 24, 30, 36, 45.

SDR: 0, 9, 17, 15, 22, 24, 45, 36, 30, 20.
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In practica parcurgerea poate fi facuta iterativ utilizand o stiva, sau recursiv. Algoritmii
recursivi sunt mai concisi si mai simplu de implementat dar presupun un consum mai mare de

memorie.

'Tth,O‘ To Do Dati exemplu de un arbore binar de inaltime A = 3 cu 15 noduri. Scrieti

apoi cele trei parcurgeri in adancime corespunzatoare exemplului dat.

Exemplu de algoritm secvential - parcurgerea in preordine care utilizeaza o stiva
S, in care se depun nodurile pentru care mai trebuie parcursi subarborii drepti:

Algoritm: PREORDINE
Input: Arborele binar T’

start
S0

curent < T.rad
repeta

cat_timp curent # nil executa
proceseaza(curent.cheie)

ADAUGA(S, curent) //pune curent in stiva S
curent < curent.stanga
sfarsit_cat_timp

daca S # () atunci
curent <~ VARF(S)

curent <— curent.dreapta
sfarsit_daca

pana_cand S = ();

stop

Algoritmi recursivi

Algoritm: PREORDINE
Input: Un pointer catre nodul curent nod

start

daca nod # nil atunci
proceseaza(nod)

PREORDINE(nod.stanga)

PREORDINE(nod.dreapta)
sfarsit_daca

stop
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Algoritm: INORDINE
Input: Un pointer catre nodul curent nod

start

daca nod # nil atunci
INORDINE(nod.stanga)

proceseaza(nod)

INORDINE(nod.dreapta)
sfarsit_daca

stop

Algoritm: POSTORDINE
Input: Un pointer catre nodul curent nod

start

daca nod # nil atunci
POSTORDINE(nod.stanga)

POSTORDINE(nod.dreapta)

proceseaza(nod)
sfarsit_daca

stop

'fo_:D/O‘ To Do Implementati o functie iterativa PREORDINFE pe baza algoritmului

prezentat anterior.

-

'fb:D,O‘ To Do Implementati cele trei functii recursive de parcurgere a un arbore binar

in adancime.

Aplicatii practice ale arborilor

Arborii joaca un rol esential in informatica, avand numeroase aplicatii practice In organi-
zarea si manipularea datelor. De exemplu, arborii binari de cautare sunt utilizati pentru
stocarea eficienta a informatiei, permitand operatii rapide de cautare, inserare si stergere. Ar-
borii de decizie sunt folositi in inteligenta artificiala si in invatarea automata pentru luarea
deciziilor pe baza unor conditii logice. Heap-urile sunt folosite pentru implementarea cozilor
de prioritate. In sistemele de fisiere, structura de tip arbore este folosita pentru organizarea ie-
rarhica a directoarelor si fisierelor. In codificare si compresie se foloseste arborele Huffmann,

iar in grafica si procesare de imagine isi gasesc aplicabilitatea arbori Quad sau arbori PR.
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I

Sa ne reamintim...

In informatica un arbore este o structura ierarhica de noduri, conectate
intre ele, dintre care unul este numit radacina si se afla pe cel mai inalt

nivel ierarhic.

Intr-un arbore nodurile sunt interconectate intr-o relatie ierarhica de tip

parinte - fiu.

Un arbore n-ar este complet daca toate nodurile interne, cu exceptia even-
tual a celor de pe penultimul nivel, au exact n fii, iar nodurile de pe ultimul

nivel sunt asezate cel mai la stanga posibil pe nivelul respectiv.
Un arbore binar este un arbore in care fiecare nod are cel mult 2 fii.

Arborii binari pot fi parcursi in latime sau in adancime. Parcurgerile in

adancime pot fi in preordine, inordine sau postordine.

3.1.7 Rezumat

In aceasta sectiune au fost discutati arborii in general, precum si arborii binari
in particular, impreuna cu elementele constituente, modurile de implementare

si parcurgerile acestora.

3.1.8 Test de autoevaluare

1. Se considera secventa de noduri 5, 3,2, 1,4 obtinuta prin parcurgerea pe niveluri a unui

arbore oarecare. Sa se deseneze 3 arbori posibili corespunzatori si sa se precizeze inaltimea

fiecaruia.

2. Care este inaltimea minima si care este inaltimea maxima a unui arbore binar cu n noduri?

3. Care este numarul minim si numarul maxim de chei ale unui arbore binar cu inaltimea

h =257

4. Cunoscand parcurgerea in preordine 10,6,3,12,11,7,4,8,1, 13 si parcurgerea in inordine

3,6,11,12,7,10,8,4,13,1, sa se reconstruiasca arborele binar.

5. Sa se scrie un algoritm in pseudocod pentru determinarea inaltimii unui arbore binar.
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6. Sa se scrie un algoritm in pseudocod care returneaza numarul de frunze dintr-un arbore

oarecare, retinut in memorie utilizand repartizarea fiu-frate.

3.1.9 Raspunsuri la testul de evaluare a cunostintelor

1. Se considera secventa de noduri 5, 3,2, 1,4 obtinuta prin parcurgerea pe nivele a unui ar-

bore oarecare. Sa se deseneze 3 arbori posibili corespunzatori si sa se precizeze inaltimea

5 @/@5%@

h=2 h=3 e h=1

2. Care este Inaltimea minima si care este inaltimea maxima a unui arbore binar cu n noduri?

fiecaruia.

Rezolvare:

Rezolvare: Inaltimea maxima se obtine pentru numar minim de noduri per nivel si este

n—1 si inaltimea minima se obtine pentru numar maxim de noduri per nivel si este log, n.
3. Care este numarul minim si numarul maxim de chei ale unui arbore binar cu inaltimea

h =57

Rezolvare: Numarul minim de chei se obtine atunci cand pe fiecare nivel avem numar
minim de noduri, adica unul singur. In acest caz numarul de noduri este h+1 — 5+1 = 6.
Numarul maxim de chei se obtine atunci cand pe fiecare nivel £ avem numar maxim de

noduri, adica 2¥ noduri. In acest caz numarul de noduri este
1+2+22 .. . +2" =

=Ml 1 5920 _1=63
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4. Cunoscand parcurgerea in preordine 10,6,3,12,11,7,4,8,1, 13 si parcurgerea in inordine

3,6,11,12,7,10,8,4,13, 1, sa se reconstruiasca arborele binar.

Rezolvare: Radacina se afla in preordine pe primul loc, deci nodul cu valoare 10 este
radacina arborelui. Apoi cautam in inordine nodul radacina, iar tot ce se afla Inaintea
acesteia sunt cheile din subarborele stang, iar ce se afla dupa aceasta sunt nodurile din
subarborele drept. Acest procedeu se repeta pentru fiecare subarbore si este reprezentat

in figura:
10
RSD:@0i6 312 11 7](481 13
SRD:[3611127]40/ 8413 1 %8113

RSD: 10 §)[3]12 11 7@[8]1 13| ()
SRD:[3]®) 11 12 7/10 [8]@ 13 1
3

=
[y
N
[y
[l
N
[}
[y
[y
w

RSD: 10 6 3 74813 () (4)

SRD: 3 6 12)7/10 84

5. Sa se scrie un algoritm in pseudocod pentru determinarea inaltimii unui arbore binar.

Algoritm: INALTIME

Input: Radacina unui arbore (subarbore) binar retinuta in variabila nod
Output: inél‘pimea arborelui
start

daca nod = nil atunci
| returneaza 0
sfarsit_daca

h_st <— Inaltime(nod.stanga)

h_dr « Inaltime(nod.dreapta)

returneaza(l + max(h_st, h_dr))
stop

6. Sa se scrie un algoritm in pseudocod care returneaza numarul de frunze dintr-un arbore

oarecare, retinut in memorie utilizand repartizarea fiu-frate.
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Algoritm: NUMARAREA_FRUNZELOR_DIN_ARBORE

Input: Un arbore A retinut in memorie utilizand reprezentarea fiu—frate
Output: Numarul de frunze din arbore
start

daca A.radacina = nil atunci
| returneaza((0)

sfarsit_daca
C <+ 0
nr_frunze < 0

ADAUGA(C, A.radacina)

cat_timp C # () executa
nod <+ EXTRAGE(C)

daca nod. fiu = nil atunci
| nr_frunze < nr_frunze + 1

sfarsit_daca

daca nod. fiu # nil atunci
| ADAUGA(C,nod.fiu)

sfarsit_daca

daca nod. frate # nil atunci
| ADAUGA(C,nod.frate)

sfarsit_daca

sfarsit_cat_timp

returneaza(nr_frunze)
stop




Capitolul 4

Heap. Coada de prioritati

Introducere

Heap-urile reprezinta o clasa specializata de arbori binari, caracterizata printr-o structura
completa (toate nivelurile sunt complet populate, cu exceptia posibil, a ultimului, care este
completat de la stanga la dreapta) si printr-o relatie de ordonare intre noduri, determinata de
tipul heap-ului: max-heap sau min-heap. Unul dintre principalele avantaje ale acestei structuri
consta in posibilitatea implementarii eficiente utilizand un vector, ceea ce permite accesarea
directa a elementelor fara utilizarea explicita a legaturilor intre noduri. De asemenea, propri-
etatea de ordonare a cheilor, in functie de prioritati, face ca heap-urile sa fie structuri ideale
pentru implementarea eficienta a cozilor de prioritate, permitand operatii rapide de inserare si

extragere a elementului cu cea mai mare (sau cea mai mica) prioritate.

Competente

La sfarsitul acestui modul de invatare studentii:

e Stiu sa defineasca heap-urile max, respectiv min.

Stiu sa implementeze eficient un heap folosind un vector.

Definesc o coada de prioritati cu operatiile principale.
e Cunosc complexitatea operatiilor de baza.

Utilizeaza cozile de prioritate pentru rezolvarea problemelor concrete.

88
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4.1 Unitatea de invatare 1 - Heap

_% 4.1.1 Introducere

In aceasta unitate sunt prezentate heap-urile binar min si max, proprietatile acestora si

modul de constructie. De asemenea este prezentat ca exemplu de aplicabilitate algoritmul de

sortare heap-sort.

y 4.1.2 Obiective
<

La sfarsitul acestei unitati de invatare studentii vor intelege:
e Ce este un heap-max, respectiv un heap-min.
e Cum se implementeaza heap-urile folosind vectori.
e Cum se construieste un heap pe baza unui vector oarecare.

e Cum functioneaza algoritmul heap-sort.

Durata medie de studiu individual

Parcurgerea de catre studenti a acestei unitati de invatare se face in 2 ore.

Definitie. Un heap binar este un arbore binar complet - fiecare nod intern are exact doi
fii, cu exceptia eventual a ultimului nod intern de pe penultimul nivel, iar frunzele se afla doar
pe ultimele doua niveluri, frunzele de pe ultimul nivel sunt asezate de la stanga spre dreapta
- memorat cu ajutorul unui tablou unidimensional (vector). In plus, in heap-ul binar existi o

ordonare a cheilor, determinata de tipul heap-ului.

1. Max-heap: informatia din fiecare nod este mai mare decat informatia din oricare des-

cendent al sau. Maximul din heap se afla in radacina.

Exemplu de heap-max.

H: [16[14[10]8[7]9]3[2]4]1]

(16)
(14 (10
OBNONONO
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2. Min-heap: informatia din fiecare nod este mai mica decat informatia din oricare des-

cendent al sau. Minimul din heap se afla in radacina.

Pentru implementare se poate utiliza structura heap H, care foloseste drept container un
vector, in care dimensiune este numarul de chei din heap. Radacina heap-ului se afla pe prima

pozitie a heap-ului H[0] . Pentru fiecare nod aflat pe pozitia i:
e Parintele se afla pe pozitia (1 — 1) /2.
e Fiul stang se afla pe pozitia 2 * ¢ + 1.
e Fiul drept se afla pe pozitia 2 x 7 + 2.
Observatii:

e Atunci cand indicii in vector se considera incepand de la 1, se schimba si relatiile pozitionale

intre parinte si fii.

e Inaltimea arborelui care reprezinta heap-ul este log,n unde n = H.dimensiune este

numarul de noduri din heap.

e Complexitatea operatiilor de baza este proportionala cu inaltimea arborelui, adica O(log, n).

Constructia unui heap - max

Considerand un vector de elemente, pentru transformarea acestuia intr-un heap-max sunt

necesare doua etape, reprezentate prin 2 functii.

(1) SIFT-DOWN(H,): in care H heap cu H.dimensiune elemente si i pozitia in vector
a nodului de la care incepe algoritmul. Premiza este aceea ca subarborii nodului de pe pozitia
¢ sunt heap-max si doar informatia din nodul 7 strica eventual aceasta proprietate. Functia
SIFT-DOWN reface proprietatea de heap-max prin coborarea cheii de pe pozitia i, pe pozitia

potrivita in heap.
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Algoritm: SIFT-DOWN
Input: Un heap binar max H cu dimensiune elemente, indicele i al elementului

curent.

start
stanga < 2 * i+ 1 // indicele fiului stang

dreapta < 2 % i+ 2 // indicele fiului drept
imaz =i // indicele valorii maxime

daca stanga < H.dimensiune si H[stanga] > H[imaz] atunci
| 1max = stanga

sfarsit_daca

daca dreapta < H.dimensiune si H[dreapta] > H[imax] atunci
| imax = dreapta

sfarsit_daca

daca imax # i atunci
Interschimba(H|[i], H [imazx))

SIFT-DOWN(H, imax)
sfarsit_daca

stop

Complexitate: Algoritmul porneste de la nodul aflat pe pozitia ¢ si ajunge in cel mai
defavorabil caz la o frunza, deci complexitatea depinde de inaltimea arborelui care este h =
logan. Deci T'(n) = O(logan).

Se observa faptul ca subarborii reprezentati de frunze sunt heap-max. Atunci e suficient sa
pornim de la primul nod intern considerat incepand de la dreapta heap-ului H, adica primul care
are cel putin un fiu. Nodul respectiv se afla pe pozitia H.dimensiune/2 — 1, iar copiii sai sunt
frunze, deci heap-max. Se aplica functia de SIFT-DOWN pentru nodul H.dimensiune/2 — 1,

dupa care se trece la nodul precedent din vector si asa mai departe, pana la radacina.

(2) CONSTRUIESTE _HEAP(H): pe baza functiei SIFT-DOWN.

Algoritm: CONSTRUIESTE_HEAP
Input: Un heap binar max H cu dimensiune elemente

start

pentru i = H.dimensiune/2 — 1,0, —1 executa
| SIFT-DOWN(H, i)

sfarsit_for

stop

Complexitate: fiecare apel al functiei SIFT-DOWN are complexitatea O(log, n).
CONSTRUIESTE_HEAP efectueaza O(n) astfel de apeluri. Deci T'(n), unde prin 7" am no-
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tat complexitatea, pentru functia CONSTRUIESTE _HEAP, este marginita superior de nlog, n

Se demonstreaza in literatura [4] faptul ca functia are complexitate liniara, adica T'(n) = O(n),
n = H.dimensiune .

Exemplu al aplicarii functiei SIFT-DOWN. Functia SIFT-DOWN porneste in

acest exemplu de la nodul ¢ marcat cu rosu in figura (I). Cei doi subarbori ai

sal sunt heap-max. Functia are doua apeluri recursive, ilustrate in etapele (II)
si (III).

I o6 [n]7]8]4To]2]5] GIuoTs MM 7[sT«Tol2]s] || [GIU[oTels[7sT+[0[2 1M

i=1

Heap max

Exemplu al aplicarii functieit CONSTRUIESTE_HEAP. In acest exemplu algo-
ritmul porneste de la nodul de pe pozitia a 5-a in heap-ul H.

GIof2[o M7 Ts 460 [5] [3Iuf2]oo7]s[4Tc Ml5] [Tul2MMoT7 s 461 5]
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[1ifo[8TeTs[7[2[4 o 1 [N

Un min-heap se construieste similar cu max-heap, doar ca se schimba inegalitatile in functia

SIFT-DOWN.

4.1.3 Algoritmul de sortare HeapSort

Algoritmul HeapSort exploateaza proprietatea heap-urilor de a mentine in varf elementul

cu valoarea maxima, pastrand in acelasi timp relatia de ordonare intre fiecare parinte si fiii sai.

Algoritm: HEAPSORT

Input: Un vector v cu n elemente, un heap binar max H.

start
Copiaza elementele lui v in heap-ul H

CONSTRUIESTE _HEAP(H)
pentrui:=n—1,1,—1 executa
v[i] < HI0]
H[0] < H[H.dimensiune — 1]
H.dimensiune < H.dimensiune — 1
SIFT-DOWN(H, 0)
sfarsit_for
v[0] « H|[O0]
stop

Cum heap-ul este memorat intr-un vector, iar radacina se afla pe prima pozitie a acestuia,
rezulta ca valoarea maxima se gaseste pe prima pozitie a vectorului de date. Intr-un vec-
tor sortat crescator, elementul maxim trebuie sa fie pe ultima pozitie. Pornind de la aceasta
observatie, vectorul poate fi sortat astfel: se interschimba primul element din heap cu ultimul
element al vectorului; se reduce dimensiunea heap-ului si se reface proprietatea de heap-max
prin aplicarea functiei SIFT-DOWN, incepand din radacina. Procedura se repeta pana cand

heap-ul se reduce la un singur element

Exemplu de aplicare al algoritmului HeapSort.
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ufofsfe[s[7]2[4]o 1 ]3] [3]9]8[e[s[7][2[4]ofr]un] [ofe[s[4]s[7]2]3]o]1 ]

[71el2[4]s[t]of3[8 o] [3e[2[4]s[1o[7[8]9n] [e]s[2[4]3]1To7]8]9]m]

(D ' (3) Sift-Down (6) '
(6) © (6) © (5) ©
H 00 © 00 © O o0 O
O,

lofs[2[4]3] 1 Je[7]8 o] [s]4[2]o]3]1]e[7]8 o] [1]4[2]o]3]56[7]8]9]u]

. 1
0 —>Slft-DOWH e o Sift-Down
(5) d@ O © (4)
@ & © ® O @ &

[4[3[2[ol1[sTel7[8To ] [1[3[2]of4s[e[7[8o]u][3]1]2]o[4]5]6[7]8[0 1]

i
o Sift-Down
—_—
©), ©
©

Lof 1[2[3T4]sTe[7]8[ofur| [2]1[o[3]4]5Te[7[8[o1] [o]1T2[3T4]sTe[7[8ToTr1]

) Sif-Down (2 Sift-Down
SRS ONIRO o

[1[o[2[3]4]5]e[7[8]o]t1] [o[i[2[3T4[5[6[7[8[o]1] sortat
i
® ©

Complexitate: Apelul functiec CONSTRUIESTE_HEAP este O(n), apelul SIFT-DOWN
este O(logy n), iar functia SIFT-DOWN se apeleaza de n — 1 ori. Deci T'(n) = O(nlogyn).

’fbD/Oi Implementati algoritmul HeapSort.
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r? Sa ne reamintim...

e Heap-urile binare sunt un caz particular de arbori binari completi cu o

ordonare a cheilor data de tipul de heap (max sau min).

e Avantajul major al structurii de heap este acela, ca poate fi stocat eficient

intr-un vector.

e Constructia unui heap max sau min pe baza unui vector se poate realiza

in complexitate liniara in numarul de elemente din vector.

e Algoritmul HeapSort are la baza constructia unui heap-max (sau min, cu

ajustarile corespunzatoare) si are complexitate O(log, n).

4.1.4 Rezumat

In aceasta sectiune au fost discutate heap-urile binare max si min, modul de

constructie, precum si algoritmul HeapSort.

4.1.5 Test de autoevaluare

1. Desenati toti arborii heap-min care se pot forma cu valorile 5,2, 1,4, 3.

2. Construiti un max-heap din vetorul: v = {10,6,5,1,20,82,9,4,17} pe
baza algoritmului de constructie din curs. Cum arata vectorul rezultat

corespunzator heap-ului min?
3. Care este complexitatea cautarii unui element intr-un heap?

4. Care este numarul minim si care numarul maxim de elemente ale unui

heap de inaltime h = 67

5. Scrieti un algoritm pseudocod pentru modificarea valorii maxime dintr-un

max-heap cu o valoare data ca parametru.

6. Scrieti un algoritm pseudocod pentru construirea unui heap-min prin con-

catenarea elementelor a doua heap-uri min existente.
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4.1.6 Raspunsuri la testul de evaluare a cunostintelor

1. Desenati toti arborii heap-min care se pot forma cu valorile 5,2, 1,4, 3.

Rezolvare: Se vor analiza toate permutarile multimii de elemente 1,2,3,4,5 care, in-
troduse intr-un heap-min, respecta proprietatea specifica acestei structuri: informatia
dintr-un nod parinte este mai mica decat informatia din nodurile sale copil. De ase-
menea, nodurile sunt aranjate sub forma unui arbore binar complet, in conformitate cu

definitia unui heap.
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2. Construiti un max-heap din vetorul: v = {10,6,5,1,20,82,9,4,17} pe baza algoritmului

de constructie din curs. Cum arata vectorul rezultat corespunzator heap-ului min?

Rezolvare: Arborele corespunzator vectorului este reprezentat in figura de mai jos, in
stanga. Se porneste algoritmul de cel mai din dreapta nod (din vector) care are fii, deci de
la nodul de pe pozitia n/2 — 1, unde n este numarul de elemente. In cazul nostru, acesta
este nodul cu valoarea 1, marcat cu * in arbore. Se observa ca ambii fii ai acestui nod
are cheile mai mari, ce mai mare fiind in dreapta, deci de aplica SIFT-DOWN si cheia 1

coboara in locul cheii 17, rezultand arborele din dreapta.
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Se continua apoi de la nodul cu cheia 5. Se observa ca ambii fii ai acestui nod au cheile

mai mari, se aplica SIFT-DOWN, iar cheia 5 coboara in locul cheii 28, rezultand arborele
din stanga din figura urmatoare. Acelasi procedeu continua cu nodurile 6 si 7, ilustrate

in figurile urmatoare.

PO (DN
G| — @ .
DO O O O ®
@ O ONO

® ®
—> & )
DO O MO &
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Vectorul rezultat, corespunzator heap-ului max este:

{82,20,9,17,6,5,7,4,1}
3. Care este complexitatea cautarii unui element intr-un heap?

Rezolvare: Intr-un heap, proprietatea fundamentala este ca fiecare nod respecta regula
max-heap sau min-heap fata de copii sai, dar elementele nu sunt sortate (vezi rezultatul
exercitiului anterior). Prin urmare, pentru a cauta un element arbitrar, in cel mai rau

caz trebuie parcurse toate elementele astfel complexitatea de timp este: O(n).

4. Care este numarul minim si numarul maxim de elemente ale unui heap de inaltime A = 67
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Rezolvare: Un heap de inaltime h:

e Numarul minim de elemente se obtine atunci cand toate nivelurile sunt pline, cu

exceptia ultimului nivel pe care se afla un singur nod. Astfel avem:
1+2+224... 2" 41 =

=@M o)+ 1=2"=20 =64

deci numarul de noduri este 64.

e Numarul maxim de elemente se obtine atunci cand toate nivelurile sunt complet

pline, astfel in heap sunt 2"*! — 1 = 27 — 1 = 127 noduri.

5. Scrieti un algoritm pseudo cod pentru modificarea valorii maxime dintr-un max-heap cu

o valoare data ca parametru.

Rezolvare:

Algoritm: MODIFICARE_MAX-HEAP

Input: Un max-heap H, valoare noua wval

start

HI0] + val

SIFT — DOWN (H,0)
stop

6. Scrieti un algoritm pseudocod pentru construirea unui heap-min prin concatenarea ele-

mentelor a doua heap-uri min existente.

Rezolvare:

Algoritm: CONCATENARE_HEAP-MIN

Input: Doua heap-uri min H; si Ho
Output: Un heap-min H

start
H + H, + H, - concatenarea celor 2 vectori

n <+ H.dimensiune

pentru i < [n/2] to 1 executa
| SIFT — DOWN(H, 1)

sfarsit_for

returneaza H
stop
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4.2 Unitatea de invatare 2 - Cozi de prioritate

_% 4.2.1 Introducere

Una dintre cele mai importante aplicatii ale heap-urilor sunt cozile de prioritate.
O coada de prioritate este o structura de date utilizata pentru pastrarea unei
multimi dinamice de date S in care fiecarui element i se asociaza o valoare

numita prioritate.

In aceastd unitate vom discuta operatiile principale pentru cozile de prioritate,
impreuna cu algoritmii in pseudocod si complexitatea acestora. De asemenea
vom prezenta exemple pentru ilustrarea acestor operatii.

In toate exemplele vom considera cozi cu max-prioritate. Pentru cozile cu

min-prioritate trebuie doar schimbate inegalitatile.

4.2.2 Obiective

4

La sfarsitul acestei unitati de invatare studentii vor intelege:
e Ce este o coada de prioritati.
e Care sunt operatiile de baza pe o astfel de coada.

e Care este complexitatea operatiilor.

Durata medie de studiu individual

Parcurgerea de catre studenti a acestei unitati de invatare se face in 2 ore.

Cozile de prioritate pot fi utilizate pentru gestionarea proceselor pe un calculator, astfel
incat la fiecare moment sa fie executat procesul cu prioritatea maxima. In coadd se pot in-
sera procese noi in orice moment. Un alt exemplu de aplicatie il constituie utilizarea lor in
implementarea algoritmilor de cautare informata (Dijkstra, A*). Termenul de ,,coada” provine
din analogia cu cozile obisnuite, unde inserarea elementelor se face la un capat, iar extragerea
la celalalt, utilizatorul avand acces direct doar la aceste doua capete. Diferenta fata de cozile
clasice consta in faptul ca, in cozile de prioritate, exista un mecanism de rearanjare automata

care, dupa fiecare inserare sau extragere, restabileste proprietatea de heap.
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4.2.3 Operatii pe cozi de prioritate

1. Determinarea elementului cu prioritate maxima. Acesta se afla in nodul radacina.

Algoritm: ELEMENT _MAXIM

Input: Un heap max H

start
| return H[0]

stop

Complexitate: O(1)

2. Extragerea maximului: Se plaseaza ultimul element din heap pe prima pozitie, se scade

dimensiunea heap-ului cu o unitate, iar apoi se reface heap-ul prin apelul SIFT-DOWN.

Algoritm: EXTRAGE ELEMENT _MAXIM

Input: Un heap max H cu dimensiune elemente
start
HI[0] + H[H.dimensiune — 1]
H.dimensiune < H.dimensiune — 1
SIFT-DOWN(H, 0)
stop

Complexitate: O(log,n) - se aplica o singura data SIFT-DOWN.

% Exemplu pentru extragerea maximului dintr-un heap.

reface heap
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3. Prin cresterea prioritatii elementului de pe pozitia ¢ este posibil sa se strice proprietatea
de heap-max, deoarece s-ar putea ca noua valoare a elementului de pe pozitia ¢ sa fie mai
mare decat a parintelui sau. Pentru refacerea proprietatii de heap-max in aceasta situatie,
se urca din parinte in parinte catre radacina, pana se gaseste o pozitie potrivita pentru
noua valoare. Algoritmul de urcare a unui element pe pozitia potrivita este cunoscut in

literatura si sub denumirea de Sift- Up.

Algoritm: SIFT-UP

Input: Un heap H, indicele ¢ al elementului care trebuie urcat in heap.

start
val < HJi] //valoarea care trebuie urcata

p < (i —1)/2 //indicele parintelui
cat_timp i > 0 si H[p| < val executa
Hli]  Hp]
1P
p(1—1)/2
sfarsit_cat_timp

HIi] < val
stop

Complexitate: O(log,n) - se porneste in cel mai defavorabil caz de la o frunza catre

radacina si deci complexitatea depinde de inaltimea arborelui.

4. Adaugarea unui element nou intr-un max-heap: se mareste dimensiunea heap-ului, se
plaseaza noul element pe ultima pozitie si apoi se aplica functia SIFT-UP pentru acest

nou element cu valoarea prioritatii asociate.
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Algoritm: ADAUGA

Input: Valoarea val, de inserat in coada de prioritati H

start
H[H.dimensiune] < val

H.dimensiune < H.dimensiune + 1
SIFT-UP(H, H.dimensiune — 1)
stop

Complexitate: O(h) = O(log, n) - se porneste de la o frunza catre radacina.

Exemplu: Inserarea valorii 18 in heap.

ADAUGA(H, 18)
H:[25]14[10] 8[7]9[3[2]1 [ 18] H:[25]18]10] 8[14[9]3|2]1]7]

25) (25)

—_——

QAT & W

9099 OB ORONO

Observatii:
e Pe un max-heap se pot implementa in complexitate O(log,n) operatii cu cozi de
prioritate.

e Constructia unui heap-max, care s-a facu prin apelarea functiei SIFT-DOWN; se

poate realiza si prin insertii succesive ale nodurilor in heap.

'ﬁ)D/O: Implementati o coada de prioritati cu toate functiile corespunzatoare.
I.*"? Sa ne reamintim...

e Cozile de prioritati sunt structuri de date ce pot manipula in mod eficient

multimi dinamice de date, in care fiecarui element i se asociaza o prioritate.

e Cozile de prioritate pot fi implementate eficient folosind heap-uri binare,
iar operatiile principale sunt: determinarea valorii maxime (respectiv mi-
nime), extragerea maximului (respectiv minimului) si insertia unui element

nou.
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4.2.4 Rezumat

In aceasta sectiune au fost discutate cozile de prioritate, cu accentul pe cozi de
prioritate max, operatiile de baza pe aceste structuri, algoritmii corespunzatori

precum si complexitatea acestora.

4.2.5 Test de autoevaluare

1. Inserti intr-o coada de prioritate max, initial vida, valorile:

10,2, 15,6,1,18,9, 20, 4.

2. Stergeti elementul cu prioritatea cea mai mare din coada de la exercitiul

anterior si precizati reprezentarea vectoriala a heap-ului rezultat.

3. Care este complexitatea determinarii celui mai mic element intr-o coada

de prioritati max si respectiv min?

4. Scrieti un algoritm pseudocod pentru determinarea numarului de elemente

cu prioritate mai mare decat un prag dat.

5. Scrieti un algoritm pseudocod pentru stergerea valorilor mai mici decat

un prag dat dintr-o coada de prioritati.

4.2.6 Raspunsuri la testul de evaluare a cunostintelor
1. Inserti intr-o coada de prioritate max, initial vida, valorile: 10, 2, 15,6, 1, 18,9, 20, 4.
Rezolvare: Fiecare nod nou se insereaza pe ultimul nivel al arborelui, in prima pozitie
libera, astfel incat sa se pastreze proprietatea de arbore binar complet. Ulterior, nodul

inserat este comparat cu parintele sau si urca in arbore atat timp cat valoarea parintelui

este mai mare decat valoarea nou adaugata.

O 08 @ — B S B
O e @@e ©
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2. Stergeti elementul cu prioritatea cea mai mare din coada de la exercitiul anterior si

precizati reprezentarea vectoriala a heap-ului rezultat.

Rezolvare: Pentru eliminarea elementului cu prioritatea cea mai mare (20, in acest
caz), acesta este interschimbat cu elementul aflat cel mai la dreapta pe ultimul nivel al
arborelui (elementul 4). Apoi, elementul 20 este eliminat, iar valoarea mutata in radacina

va fi coborata in arbore pentru a restabili proprietatea de heap-max.

Vectorul rezultat, corespunzator este:

{18,6,15,4,1,10,9,2}
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3. Care este complexitatea determinarii celui mai mic element intr-o coada de prioritati max

si respectiv min?

Rezolvare: Intr-o coads de prioritati max, cel mai mic element se poate afla doar intr-o
frunza, deci in cel mai defavorabil caz trebuie parcurse toate frunzele. Numarul de frunze
este aproximativ n/2, unde n este numarul total de noduri, deci complexitatea este O(n).
Daca utilizam o coada de prioritati min, cel mai mic element este mereu in radacina, deci

complexitatea determinarii lui este O(1).

4. Scrieti un algoritm pseudocod pentru determinarea numarului de elemente cu prioritate

mai mare decat un prag dat.

Rezolvare: Pentru a determina numarul de valori dintr-o coada de prioritati care sunt
mai mari decat un anumit prag, este necesara extragerea elementelor pe rand, pana la
intalnirea unei valori mai mici decat pragul specificat. Pentru a nu modifica starea cozii,
elementele extrase sunt stocate intr-un vector auxiliar, iar la final acestea sunt reinserate

in coada de prioritati.

Algoritm: NUMARARE

Input: O coada de prioritati C, un prag prag
Output: Numarul elementelor cu prioritate > prag

start
V « () - vector auxiliar

nr_elemente <+ 0

cat_timp C # () si PRIM(C) > prag executa
INSEREAZA(V, PRIM(C))

EXTRAGE FELEMENT MAXIM(C)

nr_elemente < nr_elemente + 1
sfarsit_cat_timp

pentru fiecare element din V executa
| ADAUGA(C, element)

sfarsit_for

return nr_elemente
stop

PRIM(C') returneaza primul element din coada, care este acelasi cu cel mai mai mare

element.

5. Scrieti un algoritm pseudocod pentru stergerea valorilor mai mici decat un prag dat dintr-

o coada de prioritati max.
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Rezolvare: Pentru a elimina valorile mai mici decat un prag specificat, este necesara
extragerea elementelor mai mari din coada de prioritati (acestea fiind accesate primele
intr-o coada de tip max-heap). Elementele extrase care depasesc pragul sunt stocate intr-
un vector auxiliar, iar la final sunt reinserate in coada de prioritati, care intre timp a fost

golita. Astfel, in coada vor ramane doar elementele care respecta conditia impusa.

Algoritm: ELIMINA_VALORI_-MICI

Input: O coada de prioritati C, un prag prag
start
V « 0 - vector auxiliar

cat_timp C # () si PRIM(C) > prag executa
INSEREAZA(V, PRIM(C))

EXTRAGE_ELEMENT MAXIM(C)
sfarsit_cat_timp
GOLESTE(C)

pentru fiecare element din V executa
| ADAUGA(C, element)

sfarsit_for

stop




Capitolul 5

Arbori binari de cautare

Introducere

O problema esentiala in proiectarea algoritmilor si a structurilor de date este cautarea
eficienta a unei valori intr-o multime ordonata. In acest scop a fost dezvoltat algoritmul de
cautare binara, caracterizat printr-o complexitate logaritmica. Totusi, acest algoritm presupune
o multime statica, adica o multime care nu se modifica si asupra careia se efectueaza exclusiv
operatii de cautare. In cazul multimilor dinamice, unde inserarile si/sau eliminarile de elemente
sunt frecvente, apare suplimentar problema mentinerii ordonarii. Se cunoaste faptul ca cei mai
eficienti algoritmi de sortare pe baza de comparatii au o complexitate de O(nlogn), unde
n reprezinta numarul de elemente, cu exceptia unor algoritmi precum Count Sort, a caror
aplicabilitate este limitata. Arborii binari de cautare au fost conceputi pentru a permite atat
mentinerea unei multimi ordonate, cat si realizarea cautarii intr-o maniera similara cautarii
binare. In acest modul vor fi prezentate arborii binari de cautare, vor fi analizate problemele

asociate echilibrarii acestora si vor fi discutate doua tipuri de arbori auto-echilibrati.

Competente

La sfarsitul acestui modul de invatare studentii:

e Definesc corect un arbore binar de cautare si cunosc operatiile de baza.

Definesc ce este un arbore AVL si care este modul in care se auto-echilibreaza.

Definesc arborii rosu-negru si stiu cum se produce echilibrarea acestora.

Explica complexitatea operatiilor de baza in arborii binari de cautare care se auto-

echilibreaza.

107
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5.1 Unitatea de invatare 1 - Arbori binari de cautare

!

(@ 5.1.1 Introducere

Arborii binari de cautare sunt un caz particular de arbori binari, care au o
ordonare a cheilor ce permite cautarea unei chei in maniera binara. In aceasta
unitate vor fi descrisi acesti arbori, impreuna cu operatiile principale, pentru

care vor fi prezentati si algoritmii in pseudocod.

5.1.2 Obiective

%\

La sfarsitul acestei unitati de invatare studentii vor intelege:
e (Ce este un arbore binar de cautare.
e (Care este inaltimea unui arbore binar de cautare.

e Care sunt operatiile de baza intr-un arbore binar de cautare si care este

complexitatea acestora.

e Ce este operatia de rotatie.

Durata medie de studiu individual

Parcurgerea de catre studenti a acestei unitati de invatare se face in 2 ore.

5.1.3 Notiuni de baza

Definitie: un arbore binar de cautare este un arbore binar in care:
e Fiecare nod are o valoare numita cheie
e Pentru fiecare nod este valabil:

— toate nodurile din subarborele stang au cheile mai mici decat cheia parintelui;

— toate nodurile din subarborele drept au cheile mai mari decat cheia parintelui.

In cazul in care relatia de ordine nu este stricta, daca nodurile cu chei egale se insereaza pe
aceeasi parte a arborelui, insertia multor noduri cu chei egale conduce la obtinerea unui arbore
relativ dezechilibrat, avand ca urmare o crestere a complexitatii operatiilor. Exista diferite
metode de tratare a acestei situatii, in continuare insa vom considera numai arbori binari de
cautare in care cheile sunt unice.

O alta observatie este aceea, ca pot exista si arbori in care este valabila inegalitatea inversa,

adica pentru fiecare nod x, toate cheile din subarborele stang sunt mai mari si toate cele din
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subarborele drept sunt mai mici decat cheia lui .

Implementarea unui arbore binar de cautare poate fi realizata folosind noduri cu o struc-
tura, precum cea din figura 5.1. Astfel, fiecare nod x are campurile: x.cheie = cheia nodului,

x.stanga si x.dreapta = fiul stang si respectiv fiul drept, z.parinte= parintele nodului z.

cheie [parinte|stanga | dreapta

NN

cheieparinte|stanga|dreapta [ |cheieparinte|stanga|dreapta

Figura 5.1

5.1.4 Operatii intr-un arbore binar de cautare

Operatiile de baza intr-un arbore binar de cautare sunt: cautarea binara a unei chei, insertia,
respectiv stergerea unor chei si parcurgerea arborelui. Operatii ajutatoare sunt determinarea
nodului cu cheia minima/maximéa din arbore, precum si cautarea binara a succesorului / pre-

decesorului unui nod.

Observatii legate de complexitatea operatiilor

1. Inaltimea maxima h,,,, a unui arbore binar cu n noduri se obtine atunci cand acesta are

pe fiecare nivel un numar minim de noduri, adica 1, si astfel, inaltimea este n — 1.

2. Inaltimea minima A, a unui arbore binar cu n noduri se obtine atunci cand fiecare nivel
k contine numarul maxim de noduri, adica 2*. In aceasta situatie, fiecare nod intern are

exact doi fii, iar prin inductie se poate demonstra ca h = log, n.



110 CAPITOLUL 5. ARBORI BINARI DE CAUTARE

3. Complexitatea operatiilor principale intr-un arbore binar de cautare este O(h), unde h
este Inaltimea arborelui, deci este proportionala cu acesta inaltime. De fapt, daca arborele
contine n noduri atunci O(logen) < T'(n) < O(n), unde T'(n) reprezinta complexitatea

de timp a algoritmului. Exceptie fac parcurgerile, care sunt liniare in n.

4. In cazul unui arbore binar de cautare oarecare nu poate fi garantata complexitatea cautarii

binare, adica O(logsn).

Exista arbori binari de cautare care se auto-balanseaza, de exemplu arborii AVL si arborii

rosu-negru. Pentru acestia se demonstreaza faptul ca au complexitatea operatiilor O(log, n).

In continuare prezentam operatiile principale, impreuna cu algoritmii in pseudocod, avand

la baza algoritmii din [4].

Cautarea binara

Considerand un arbore binar de cautare 7' cu radacina T.rad, pentru a gasi nodul cu o cheie
data val, se porneste cu un nod curent x = T.rad. La fiecare iteratie se compara cheia nodului
x cu val. Daca x.cheie = val atunci se returneaza un pointer la nodul z. Daca val < x.cheie
atunci se continua cautarea in subarborele stang al lui x, altfel se continua cautarea in subar-

borele drept al lui z.

Algoritm: BIN.CAUTA
Input: Un arbore binar 7', cheia cautata val.

Output: Pointer catre nodul x cu x.cheie = val sau nil

start
x <+ T.rad

cat_timp x # nil si x.cheie # val executa

daca val < x.cheie atunci
| x4 x.stanga

sfarsit_daca

altfel
| =+ x.dreapta

sfarsit_daca

sfarsit_cat_timp

returneaza(z)
stop
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Minimul dintr-un arbore de cautare

Nodul cu informatia minima din subarborele de radacina z a unui arbore binar de cautare
poate fi gasit pornind de la nodul x si coborand la fiii stangi pana la cea mai din stanga frunza.

Functia BIN_.MINIM returneaza nodul cu informatia minima.

Algoritm: BIN_MINIM
Input: Arborele binar de cautare T si nodul x

Output: Pointer la nodul cu cheia minima din subarborele de radacina x
start
daca x # nil atunci

cat_timp x.stanga # nil executa
| x4 x.stanga

sfarsit_cat_timp

sfarsit_daca

returneaza(z)
stop

Observatie: maximul se determina in mod similar si anume parcurgand fii din dreapta

pana la cea mai din dreapta frunza.

Succesorul binar

Succesorul binar al unui nod z intr-un arbore binar de cautare este acel nod y din arbore,
a carui cheie are valoarea imediat urmatoare cheii lui = in sirul sortat al cheilor din arbore.

Elementul maxim nu are succesor.

Exemplu pentru succesorul binar in arbore binar de cautare din figura.

BIN_SUCCESOR(41) = 53 BIN_SUCCESOR(39) = 40
BIN_SUCCESOR(9) = 10 BIN_SUCCESOR(60) - nu exista
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Daca exista succesorul binar, el este:
e cel mai mic element din z.dreapta, daca x.dreapta # nil;

e un nod parinte y pentru care x se afla in subarborele stang al lui y, daca x nu are
descendent drept. In aceasta situatie este suficient sa se urce in arbore de la x pana la

primul stramos cu cheia mai mare decat a lui x.

Algoritm: BIN.SUCCESOR
Input: Arborele binar de cautare T si nodul x

Output: Pointer la nodul y, succesor binar al lui z
start

daca z = nil atunci
| returneaza(x)

sfarsit_daca

daca x.dreapta # nil atunci
|y = BIN_MINIM(z.dreapta)

sfarsit_daca

altfel
Y < x.parinte

cat_timp y # nil si y.cheie < z.cheie executa
| Yy < y.parinte

sfarsit_cat_timp

sfarsit_daca

returneaza(y)
stop

Inserarea unui nod

Se considera arborele binar de cautare 1" cu radacina 7T'.rad si se doreste inserarea unei noi

chei val in arbore. Pentru acest lucru trebuie creat un nou nod z, care are campurile
z.cheie = val, z.stanga = z.dreapta = z.parinte = nil.

Ideea principala in cazul inserarii este urmatoare: pornind cu nodul curent x = T.rad se
coboara in arbore, pana la un nod, care are cel mult un fiu si care poate fi parintele nodului z.
Pentru a respecta proprietatea de arbore binar de cautare, daca informatia nodului curent x

este mai mare decat val, atunci z se va insera in stanga al lui x, altfel se va insera in dreapta.
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In algoritmul urmator, bazat pe [4], = reprezinta nodul curent, care porneste din radacina
lui 7', iar y reprezinta parintele lui z, initial nil. Se verifica de asemenea, sa nu existe deja

cheia respectiva in arbore.

Algoritm: BIN_INSEREAZA

Input: Arborele binar de cautare T si cheia val

start
x < T.rad

y < nil

cat_timp x # nil si x.cheie # val executa
Yy

daca val < z.cheie atunci
| x <+ x.stanga

sfarsit_daca

altfel
| =« x.dreapta

sfarsit_daca

sfarsit_cat_timp

daca x # nil atunci
scrie(” Cheia este deja in arbore”)

returneaza()
sfarsit_daca

aloca memorie pentru un nod z
z.cheie < val

z.stanga <— nil

z.dreapta < nil

z.parinte <y

daca y = nil atunci
| T.rad < z

sfarsit_daca
altfel

daca val < y.cheie atunci
| y.stanga < z

sfarsit_daca

altfel
| y.dreapta < z

sfarsit_daca

sfarsit_daca

stop
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Exemplu pentru ilustrarea algoritmului de insertie a unui nod cu cheia 38

intr-un arbore binar de cautare. Nodul curent cu care se compara nodul ce se

insereaza este marcat cu rosu.

Stergerea unui nod

Stergerea unui nod z dintr-un arbore binar 7' cu radacina T'.rad este ceva mai elaborata

decat inserarea. Sunt luate in considerare urmatoarele cazuri:
1. z nu are fii si atunci este pur si simplu inlocuit cu nil.
2. z are un singur fiu diferit de nil. Atunci se inlocuieste z cu acel fiu.

3. z are doi fii diferiti de nil. Atunci se determina succesorul y al lui z care se afla in
subarborele drept al lui 2 si evident nu are descendent stang. Apoi se inlocuieste nodul z

cu nodul y, iar y se inlocuieste cu fiul sau drept.

Observatie: In locul succesorului se poate folosi si predecesorul.

In functia BIN_.STERGE se considera 7" arborele binar, z nodul care trebuie sters si y nodul
cu care se inlocuieste z. Cele 3 cazuri descrise mai sus vor fi cuprinse in functie in urmatoarele

cazuri:

1. z nu are fiu stang = se inlocuieste z cu fiul drept - eventual nil. Acest caz include si

cazul 1n care z nu are nici un fiu.

2. z nu are fiu drept = se inlocuieste z cu fiul stang
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Figura 5.2: Stergerea unui nod z care: (1) are fiul stang nil; (2) are fiul drept nil; (3) are ambii
fii nenuli, dar succesorul y este fiu al lui z; (4) are ambii fii nenuli, dar succesorul y nu este fiu
al lui z.

3. z are ambii fii nenuli = y=succesorul lui z care se afla in subarborele drept al lui z si are

fiul stang nil

a. y este fiul drept al lui z = se inlocuieste z cu y (fiul drept al lui y ramane neschimbat

iar fiul stang al lui z devine fiul stang al lui y)

b. y nu este fiul drept al lui z = se inlocuieste y cu fiul sau drept iar apoi se inlocuieste

nodul z cu nodul y.

Cazurile considerate de citre functia BIN.STERGE sunt ilustrate in figura 5.2. In toate aceste
cazuri trebuie inlocuit un nod z (cel care se sterge) cu alt nod y (eventual nil), ceea ce inseamna
ca trebuie tratata legatura dintre nodul y si parintele nodului z. Pentru a eficientiza procesul
se poate folosi o functie ajutatoare ([4]) TRANSPLANT(T',z,y) care inlocuieste in arborele T
nodul z ca fiu al lui z.parinte cu nodul y. De fapt aceasta functie realizeaza doar managementul
legaturilor intre parintele lui z si nodul y, legaturile cu fiii se realizeaza separat in functia de

stergere propriu-zisa.
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Algoritm: TRANSPLANT
Input: Arborele binar de cautare 7', nodurile z si y

start

daca T'.rad = z atunci
| T.rad <y

sfarsit_daca
altfel

daca z.parinte.stanga = z atunci
| z.parinte.stanga <y

sfarsit_daca

altfel
| z.parinte.dreapta < y

sfarsit_daca

sfarsit_daca

daca y # nil atunci
| y.parinte <— z.parinte

sfarsit_daca

stop

Modul de functionare al functiei TRANSPLANT este ilustrat in figura 5.3.

Figura 5.3: Managementul legaturilor intre parintele nodului z si nodul y.

In continuare este prezentat algoritmul de stergere a unui nod z dintr-un arbore binar de
cautare T [4].
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Algoritm: BIN_STERGE

Input: Arborele binar de cautare 7" si nodul z # nil, gasit cu functia BIN.CAUTA
start

daca z.stanga = nil atunci
| TRANSPLANT(T, z, z.dreapta)

sfarsit_daca
altfel

daca z.dreapta = nil atunci
| TRANSPLANT(T, z, z.stanga)

sfarsit_daca

altfel
y <~ BIN_SUCCESOR(z)

daca y # z.dreapta atunci
TRANSPLANT(T, y, y.dreapta)

y.dreapta < z.dreapta

z.dreapta.parinte <y
sfarsit_daca

TRANSPLANT(T, z, y)

y.stanga <— z.stanga

z.stanga.parinte < y
sfarsit_daca

sfarsit_daca

stop

% Exemplu de stergere dintr-un arbore binar de cautare. Din arborele din figura
se sterg pe rand cheile 18, si 8.

delete(18) (19)

(14 30
O e &

® G @
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Observatie: in unele documentatii [18] este prezentata o metoda mai simpla de stergere a
unui nod z cu doi fii nenuli dintr-un arbore binar de ciutare. In loc si se inlocuiasci nodul z
cu succesorul sau y si apoi sa se stearga z, se inlocuieste informatia lui z cu informatia lui y si
apoi se sterge y, care are un singur fiu. Problema cu acest mod de stergere este ca, de fapt nu
se va sterge pointerul care a fost trimis catre functie, ci un alt pointer. Daca alte componente
al programului pastreaza pointeri catre y, acest lucru va avea consecinte nefaste, acesti pointeri
fiind invalidati. In schimb metoda de mai sus, prezentata si in bibliografie [4], garanteaza faptul

ca pointerul sters este chiar cel trimis ca parametru catre functia de stergere

Complexitatea tuturor operatiilor descrise mai sus, incepand de la cautarea binara, au

complexitatea O(h), unde h = inaltimea arborelui.

5.1.5 Rotatia intr-un arbore binar de cautare

Rd
(L ~—— O

) RS e
AW A A

Figura 5.4: Rotatii intr-un arbore binar de cautare.

Am discutat faptul ca intr-un arbore binar de cautare nu poate fi garantata o inaltime
logaritmica. Pentru n noduri se obtine, in cel mai defavorabil caz, inaltimea egala cu n — 1.
Acest lucru conduce la o complexitate liniara a cautarii si astfel, constructia unui de arbore
binar de cautare isi pierde scopul principal.

Exista insa tipuri de arbori binari de cautare care se auto-echilibreaza si care vor fi discutati

in unitatile urmatoare. Echilibrarea in acesti arbori are la baza o operatie locala de rotatie, care
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schimba structura locala de pointeri in arborele binar de cautare, dar pastreaza proprietatile
acestuia.

Operatia de rotatie este ilustrata in figura 5.4, unde notatiile au urmatoarea semnificatie:
e Rd = rotatie spre dreapta in jurul nodului x
e Rs = rotatie spre stanga in jurul nodului y

In figura 5.5 este ilustrat grafic modul in care se realizeaza rotatia.

Rotatie la dreapta in jurul lui x

Initial Final

S ﬂﬂ ol &
S R ) e ©
& A AA
A A B AN

Figura 5.5: Rotatie la dreapta in jurul nodului = intr-un arbore binar de cautare.

Observatii:

e Pentru a se putea efectua o rotatie spre dreapta in jurul nodului z, este necesar ca nodul

x sa aiba fiu stang diferit de nal.

e Pentru se a putea efectua o rotatie spre stanga in jurul nodului y, este necesar ca nodul

y sa aiba un fiu drept diferit de nil.

Exemplu de rotatie la dreapta in jurul nodului cheia 15 intr-un arbore binar

de cautare.

Rotatie la dreapta n jurul nodului 15
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Algoritmul urmator prezinta rotatia la dreapta in jurul unui nod x intr-un arbore binar 7'

Pentru rotatia la stanga algoritmul este simetric si poate fi gasit in bibliografia recomandata [4].

Algoritm: ROTATIE-DREAPTA
Input: Un arbore binar 7', nodul y, in jurul caruia are loc rotatia

start
Y — x.stanga

x.stanga < y.dreapta

daca y.dreapta # nil atunci
| y.dreapta.parinte < x

sfarsit_daca
y.parinte <— x.parinte

daca z.parinte = nil atunci
| T.orad <y

sfarsit_daca
altfel

daca z.parinte.stanga = x atunci
| x.parinte.stanga < y

sfarsit_daca

altfel
| x.parinte.dreapta < y

sfarsit_daca

sfarsit_daca

y.dreapta <— x

r.parinte <y
stop

Complexitate: O(1)

'TbD/O‘ Implementati o structura de tip arbore binar de cautare, care dispune de toate

functiile descrise in curs.

[3 Sa ne reamintim...

e Intr-un arbore binar de cautare cheile sunt ordonate astfel incat, pentru orice
nod x din arbore, toate cheile aflate in subarborele stang sunt mai mici decat

cheia lui x, iar cele din subarborele drept sunt mai mari decat aceasta.

e Un arbore binar de cautare permite cautarea unei chei in maniera binara.
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Parcurgerea in inordine a unui arbore binar de cautare are ca rezultat ordonarea

cheilor din arbore.

Complexitatea operatiilor de baza intr-un arbore binar de cautare este deter-

minata de inaltimea arborelui.

Operatia de rotatie intr-un arbore binar de cautare este o operatie de modificare

locala a structurii de pointeri din arbore.

5.1.6 Rezumat

In aceasta sectiune au fost discutati arborii in general, precum si arborii binari
in particular, impreuna cu elementele constituente, modurile de implementare si
parcurgerile acestora. De asemenea a fost introdusa operatia de rotatie in jurul

unui nod, care este utila pentru echilibrarea unui arbore binar de cautare.

5.1.7 Test de autoevaluare

1. Desenati 3 arbori binari de cautare de inaltimi diferite, care pot fi formati utilizand cheile

5,1,7,4,6,2.

2. Inserati intr-un arbore binar de cautare, initial vid, valorile: 15,10, 20,8, 14,11,12,4,9.

Efectuati o rotatie spre dreapta in jurul radacinii si apoi stergeti nodurile 11 si 10.

3. Care este arborele binar de cautare, a carui parcurgerea in preordine este RSD: 23, 17,

10, 15, 19, 35, 26, 24, 30, 377

4. Scrieti un pseudocod pentru verificarea daca un arbore este arbore binar de cautare.

5. Scrieti un pseudocod pentru gasirea celui mai mic nod mai mare decat o valoare data

Intr-un arbore binar de cautare.

5.1.8 Raspunsuri la testul de evaluare a cunostintelor

1. Desenati 3 arbori binari de cautare de inaltimi diferite, care pot fi formati utilizand cheile
5,1,7,4,6,2.
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Rezolvare:

2. Inserati intr-un arbore binar de cautare, initial vid, valorile: 15,10, 20,8, 14,11,12,4,9.

Efectuati o rotatie spre dreapta in jurul radacinii si apoi stergeti nodurile 11 si 10.

Rezolvare: Inseram intai cheile. Acest proces este ilustrat in figurile urmatoare:

rotatie dreapta
in jurul radacinii

-----

servam ca noua radacina va fi nodul 10, iar subarborele marcat cu 2 se muta de la dreapta

nodului 10 la stanga nodul 15.
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Nodul cu cheia 10 este chiar radacina si are doi fii nenuli, deci trebuie sa urcam succesorul,

adica nodul cu cheia 12, in locul sau.

3. Care este arborele binar de cautare, a carui parcurgerea in preordine este RSD : 23, 17,
10, 15, 19, 35, 26, 24, 30, 377

Rezolvare:

Varianta 1: Observam faptul ca, prin parcurgerea in inordine a unui arbore binar de cautare
se obtine sirul cheilor sortat crescator. Deci, cunoscand care sunt cheile arborelui,
din parcurgerea in preordine (RSD), putem imediat obtine parcurgerea in inordine.

Utilizand cele doua parcurgeri se va reface arborele.

Varianta 2: Daca luam pur si simplu cheile in ordinea in care apar in parcurgerea RSD si le

inseram intr-un arbore binar de cautare initial vid, obtinem arborele cerut.
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Pentru cazul din exemplu, arborele corespunzator este:

(17 3)
Q ©» o ¢

(H @ @

4. Scrieti un pseudocod pentru verificarea daca un arbore este arbore binar de cautare.

Rezolvare: Aceasta problema se poate rezolva printr-o parcurgere in adancime. Vom

considera cazul recursiv pentru simplitate.

Algoritm: VERIFICA-ARBORE-BINAR-CAUTARE

Input: Nodul curent in arborele binar T’
start

daca curent = nil atunci
| returneaza(adevarat)

sfarsit_daca

daca curent.stanga # nil si curent.cheie < curent.stanga.cheie atunci
| returneaza(fals)

sfarsit_daca

daca curent.dreapta # nil si curent.cheie > curent.dreapta.cheie atunci
| returneaza(fals)

sfarsit_daca
ok =VERIFICA_.BINAR_CAUT (curent.stanga) si
VERIFICA_BINAR_CAUT (curent.dreapta)

returneaza(ok)
stop

5. Scrieti un pseudocod pentru gasirea celui mai mic nod mai mare decat o valoare data

intr-un arbore binar de cautare.

Rezolvare: Aceasta problema poate fi rezolvata prin adaptarea algoritmului de cautare

a unei chei intr-un arbore, prin introducerea unei restrictii suplimentare care reflecta
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conditiile impuse de cerinta problemei.

Algoritm: CAUTARE-NOD

Input: Arborele binar T si valoarea val
Output: Nodul cel mai mic, cu valoarea mai mare decat val sau nil
start

daca rad = nil atunci
| returneaza(nil)

sfarsit_daca

curent < T.rad

temp < nil

cat_timp curent executa

daca curent.cheie < val atunci
| curent < curent.dreapta

sfarsit_daca

altfel
temp <— curent

curent < curent.stanga
sfarsit_daca

returneaza (temp)

sfarsit_cat_timp

stop
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5.2 Unitatea de invatare 2 - Arbori AVL

_% 5.2.1 Introducere

Arborii AVL sunt arbori binari de cautare aproape balansati. Denumirea pro-
vine de la autorii acestor arbori, doi matematicieni rusi G.M. Adelson-Velsky
si E.M. Landis [1]. Pentru a realiza balansarea, arborii binari de cautare de
tip AVL ataseaza fiecarui nod o proprietate, numita factor de balansare, re-
prezentand diferenta de inaltime intre subarborii nodului. Valoarea absoluta a
acestei diferente nu trebuie sa depaseasca o unitate, astfel realizandu-se o oa-
recare balansare, care garanteaza o complexitate logaritmica a operatiilor de

baza.

5.2.2 Obiective

=

La sfarsitul acestei unitati de invatare studentii vor intelege:

Ce este factorul de balansare al unui nod.

Ce este un arbore AVL.

Care sunt operatiile de baza intr-un arbore AVL si cum se realizeaza ba-

lansarea.

e De ce operatiile intr-un arbore AVL au complexitate logaritmica.

Durata medie de studiu individual

Parcurgerea de catre studenti a acestei unitati de invatare se face in 3 ore.

5.2.3 Notiuni generale

Arborii AVL sunt arbori binari de cautare aproape balansati. Aceasta balansare se realizeaza
folosind o proprietate suplimentara a fiecarui nod, numita factor de balansare.

Consideram pentru fiecare nod x un factor de balansare dat prin
fb(x) = h(x.dreapta) — h(x.stanga)

adica, factorul de balansare al unui nod = este reprezentat de catre diferenta dintre inaltimea
subarborelui sau drept si inaltimea subarborelui sau stang. In unele documentatii diferenta se

realizeaza intre inaltimea subarborelui stang si cea a subarborelui drept.
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Figura 5.6: a) Iniltimile nodurilor, considerand frunzele legate de "noduri nil”. b) Inaltimile
nodurilor conform definitiei uzuale, fara "noduri nil”.

InZltimea in arborii AVL

Definitia inaltimii unui nod este lungimea celui mai lung drum de la nod la o frunza, rezulta
astfel ca inaltimea unei frunze este 0. Pentru calculul corect al factorilor de balansare intr-un

AVL exista doua variante de considerare a arborelui:

e se considera ca frunzele, in loc sa aiba pe stanga si pe dreapta nil, sunt legate de fapt de
niste noduri nule. Astfel Inaltimea pentru fiecare nod creste cu 1 si deci inaltimea unei

frunze va fi 1, iar cea a unui "nod nul” va fi 0 (figura 5.6 a.);

e se considera in continuare definitia clasica a inaltimii, iar pentru nil se considera "inaltimea”

-1 (pentru a calcula corect factorul de balansare al unui nod, care are un singur copil -
figura 5.6 b.).

In ambele situatii factorul de balansare obtinut pentru un anumit nod este acelasi. Precizarile
de mai sus sunt importante mai ales in contextul implementarii unui arbore AVL. In continua-
rea acestui curs vom considera inaltimea unei frunze ca fiind 1, iar factorul de balansare pentru
un nod, care are unul dintre copii nil se va calcula considerand copilul nil cu inaltimea 0, deci

ca in figura 5.6 a).
Definitie - nod balansat: Un nod z se numeste balansat, daca fb(x) € {—1,0,1}.
In figura 5.7 este prezentat un exemplu de arbore binar de cautare impreuna cu factorii de

balansare corespunzatori fiecarui nod. Se observa faptul ca nodurile cu cheile 10 si 25 nu sunt

balansate.
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Figura 5.7: Arbore binar de cautare impreuna cu factorii de balansare asociati nodurilor.
Atentie: acesta NU este un arbore AVL.

Definitie - arbore AVL: Un arbore binar de cautare se numeste arbore AVL, daca fiecare

nod al sau este balansat.

Exemplu de arbore AVL. Deasupra fiecarui nod este indicat factorul de balan-

sare al nodului respectiv.

Complexitatea operatiilor intr-un arbore AVL

Complexitatea operatiilor intr-un arbore AVL este determinata de inaltimea acestuia. Pen-
tru a determina inaltimea maxima a unui arbore AVL care contine n noduri se noteaza cu h
inaltimea acestuia si cu N(h) numarul minim de noduri ale unui arbore AVL de inaltime h.
Evident n > N(h).

Factorul de balansare al radacinii in cazul unui AVL cu numar minim de noduri, de inaltime
h este sigur diferit de 0 (altfel s-ar mai putea sterge noduri din subarborele stang de ex. fara
a modifica inaltimea, ceea ce ar contrazice numarul minim de noduri!). Atunci in mod sigur
factorul de balansare al radacinii este -1 sau 1. Rezulta astfel ca pentru un numar minim de

noduri, unul dintre subarbori are inaltimea h — 1 iar celalalt are inaltimea h — 2.

N(h)=N(h—-1)+N(h—2)+1.
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Cazurile de baza (considerand inaltimea unei frunze egala cu 1 si inaltimea pentru nil egala cu

0):

Evident: N(h — 1) > N(h — 2), de unde rezulta N(h) > 2N(h —2) > AN(h —4) > ... >
28N (h — 2k).

Ajungem la un caz elementar pentru h — 2k = 2 pentru h par - sau h — 2k = 1 pentru h impar.
De aici rezulta:

N(h) > 2% 2"?2 pentru h par sau N(h) > 2 % 2(h=1/2 = 2(0+1)/2 pentru h impar.

Cum N(h) = nr. minim de noduri pentru un AVL de inaltime A = numarul n de noduri
dintr-un AVL de inaltime h respecta: n > N(h) > 2"2. Deci h < 2logy(n).

Deoarece complexitatea operatiilor de cautare, insertie si stergere dintr-un arbore binar de
cautare este O(h) rezulta ca intr-un arbore AVL complexitatea acestor operatii este O(logan),
daca nu se tine cont de operatiile de reechilibrare ale arborelui. Aceste operatii insa, au si ele
complexitate logaritmica, asa cum se va vedea In continuare.

Prin operatii de insertie/stergere se poate produce o debalansare a anumitor noduri. Pentru

refacerea proprietatii de arbore AVL, se utilizeaza operatii de rotatie.

5.2.4 Operatii intr-un arbore AVL

Principalele operatii intr-un arbore AVL sunt aceleasi ca in orice arbore binar de cautare:
cautarea unei chei, insertia si stergerea unei chei. Cautarea unei chei se relizeaza la fel ca in
cazul unui arbore binar de cautare obisnuit. Operatiile de modificare a arborelui, respectiv
insertia si stergerea unei chei, dispun insa de de un mecanism bazat pe rotatii, care permite
rebalansarea arborelui, astfel incat inaltimea sa ramana de ordinul log, n, unde n este numarul

de noduri din arbore.

Insertia

Inserarea unei noi chei intr-un arbore AVL se realizeaza in prima instanta in acelasi mod ca
intr-un arbore binar de cautare, adica se creeaza un nou nod z, cu cheia ce se doreste inserata.
Acest nod x se insereaza apoi la fel ca intr-un arbore binar de cautare, devenind o frunza
care are factorul de balansare 0. Apoi, pornind de la nodul x si urcand inspre radacina, se
recalculeaza factorii de balansare.

In timpul recalcularii factorilor de balansare, este posibil ca pe drumul de la z catre radacina

sa se produca o debalansare a nodului curent. Acest lucru inseamna ca, dupa recalcularea fac-
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torului de balansare a nodului curent, acest factor devine -2 sau 2. In acest caz este necesara

o operatie de rebalansare.

Exemplu de recalculare a factorilor de balansare de la nodul inserat in sus.

insert 2 > 0 insert 12

nodul curent pani la care s-a facut recalculare de jos in sus
recalcularea. Factorul e 0. Se opreste algoritmul a factorilor de balansare

Rebalansare: Nodul nou inserat are factorul de balansare 0. Recalcularea factorilor de
balansare incepe de la parintele nodului inserat inspre radacina.

Notam cu z nodul curent. Se recalculeaza factorul de balansare al lui z.

e Daca factorul de balansare nou este 0, atunci nu a crescut inaltimea subarborelui de
radacina x, fata de cat era inainte de insertie, doar s-a echilibrat. Din acest motiv, nu

mai are sens continuarea urcarii in arbore. Deci algoritmul se opreste!

e Daca factorul de balansare nou este -1 sau +1, atunci s-a produs o crestere a inaltimii
subarborelui de radacina x pe una dintre ramuri (stanga respectiv dreapta). Acest lucru
produce o modificare a factorului de balansare al parintelui mai sus, deci se continua cu

procesul de la nodul curent x = z.parinte.

e Daca factorul de balansare nou al lui x este -2 sau +2, atunci s-a produs o debalansare a
subarborelui de radacina x si sunt necesare proceduri de rebalansare, care vor fi prezentate
mai jos. In urma acestor proceduri, inaltimea subarborelui curent va reveni la cea de
dinainte de insertie (se va vedea in continuare) si de aceea nu mai este necesara continuarea

rebalansarii mai sus, deci algoritmul se opreste.

Cazurile de rebalansare

Cazul 1

a) fb(x) = —2, Inseamna ca subarborele stang este prea inalt. Notam cu y = z.stanga.

Daca fb(y) = —1 atunci rebalansarea se realizeaza printr-o rotatie spre dreapta in jurul
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rotatie dreapta

h+2

Figura 5.8: Rebalansarea arbore AVL in cazul 1 a).

rotatie stanga
+2

Figura 5.9: Rebalansarea arbore AVL in cazul 1 b).

lui . Rezultatul acestei operatii este ilustrat in figura 5.8. Se observa faptul ca noii
factori de balansare sunt 0 atat pentru x cat si pentru y. In plus, inainte de insertie,
subarborele stang al nodului = avea inaltimea h + 1, iar cel drept h. Dupa rebalansare
ambii subarbori au inaltimea h + 1. Rezulta ca inaltimea subarborelui care acum are
radacina y nu a crescut, fata de inaltimea inainte de insertie, cand radacina era x. Astfel,
nu este necesar sa continuam urcarea in arbore, deoarece mai sus nu vor exista modificari

in factorul de balansare.

b) fb(x) = 2, inseamna ca subarborele drept este prea inalt. Notam y = x.dreapta. Daca
fb(y) = 1 atunci se efectueaza o rotatie la stanga in jurul lui . Rezultatul acestei operatii

este ilustrat in figura 5.9. Observatii similare cazului 1.a pot fi facute si in acest caz.

Cazul 2

a) fb(x) = —2, inseamna ca subarborele stang este prea inalt. Notam cu y = z.stanga.
Presupunem ca fb(y) = 1. Ce se intampla daca se efectueaza o rotatie spre dreapta in

jurul lui 7 Rezultatul unei astfel de rotatii este ilustrat in figura 5.10.
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rotatie dreapta

—_——

h sau
h-1

Figura 5.11: Rebalansarea arborelui in cazul 2.

Deci nu se rezolva debalansarea, ci se muta pe cealalta parte a arborelui. Solutia este

urmatoarea:

— Intai rotatie la stanga in jurul lui y

— apoi rotatie la dreapta in jurul lui z.

Se obtine rezultatul din figura 5.11.

fb(x) = 2, inseamna ca subarborele dreapta este prea inalt. Notam cu y = z.dreapta.
Presupunem ca fb(y) = —1. Daca efectuam o rotatie la stanga in jurul lui  se obtine un

efect similar ca la punctul a. Solutia este deci:

— Intai rotatie la dreapta in jurul lui y

— apoi rotatie la stanga in jurul lui
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nodul curent
pana la care s-a facut
recalcularea

1’0%9/01 Inserati cheile 30, 25, 27, 0, 8, 11, 22, 20 intr-un arbore AVL initial vid.

Stergerea unui nod

Stergerea unui nod se realizeaza la fel ca pentru arborii binari de cautare obisnuiti. Apoi se
procedeaza la rebalansarea arborelui in modul urmator. Daca notam cu z nodul care trebuie

sters atunci:

e daca z are cel mult un fiu, se porneste recalcularea factorilor de balansare de la parintele

lui 2

e daca z are doi fii, atunci se determina y, succesorul nodului z, se inlocuieste nodul y cu
fiul sau drept, iar nodul z cu nodul y. In acest caz recalcularea factorilor de balansare

incepe de la parintele succesorului nodului sters.

Rebalansarea arborelui:

Notam cu x nodul curent, pentru care se recalculeaza factorul de blanasare. Spre deosebire
de insertie, algoritmul nu se opreste atunci cand factorul de balansare recalculat al nodului
curent x este 0, deoarece in acest caz a scazut inaltimea subarborelui de radacina x. Acest
lucru, ilustrat in figura 5.12 sus, produce modificari ale factorului de balansare si la parintele
sau si deci continua urcarea in arbore.

In schimb, atunci cand factorul de balansare al nodului z devine -1 sau +1, inseamnd c&
doar s-a produs o scadere a inaltimii pe una dintre ramurile lui x, dar nu si a subarborelui de
radacina z (figura 5.12 jos), deci algoritmul de rebalansare se poate opri.

De asemenea, algoritmul nu se opreste nici dupa prima rebalansare a unui nod cu factorul
-2 sau +2, ci in cele mai multe cazuri trebuie sa continue de la nodul curent la parinte pana

cel mult la radacina.
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Subarborele inainte de stergere
+1

h+1

—_—

Subarborele dupa de stergere
a scazut inaltimea
subarborelui

de aici s-a
sters un nod

Subarborele inainte de stergere

Subarborele dupa de stergere

inaltimea subarborelui

0

h+1

nu s-a modificat

de aici s-a
sters un nod

Figura 5.12: Modificarea inaltimii subarborelui curent dupa steregerea unui nod.

Considerand nodul curent x, rebalansarea are urmatoarele cazuri:

Cazul 1

a. Daca x are factorul de balansare nou -2 si factorul lui y = z.stanga este -1, atunci

se realizeaza o rotatie la dreapta in jurul lui x. In figura 5.13 este ilustrat modul de

recalculare a factorilor de balansare pentru nodurile x si y.

Cazla m

Figura 5.13: Rebalansarea unui arborele AVL dupa stergerea unui nod, cazul 1la.

Se observa si urmatorul fapt important. Subarborele de radacina x a avut inainte de

stergere inaltimea h + 2. In cazul din figura 5.13, y a avut factorul de balansare —1. Se

observa din figura, ca dupa rebalansare, inaltimea subarborelui care acum are radacina

y, a scazut cu 1, ceea ce produce eventuale debalansari mai sus in arbore, deci trebuie

continuat la parintele lui x.
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b. Daca z are factorul de balansare nou 2 si factorul de balansare al lui y = z.dreapta este
1 atunci se efectueaza o rotatie la stanga in jurul lui z. In figura 5.14 este ilustrat modul

de recalculare a factorilor de balansare pentru nodurile z si y.

Caz l.b
Y20 0
(%)

de aici s-a
sters un nod

Figura 5.14: Rebalansarea unui arborele AVL dupa stergerea unui nod, cazul 1b.

La fel ca in cazul 1a, se observa si urmatoarele: Subarborele de radacina z a avut inainte
de stergere inaltimea h+ 2, y a avut factorul de balansare +1. Se observa din figura 5.14,
ca dupa rebalansare, inaltimea subarborelui care acum are radacina y, a scazut cu 1, ceea
ce produce eventuale debalansari mai sus in arbore, deci trebuie continuat la parintele lui

x.
Cazul 2

a. Daca x are factorul de balansare nou -2 si nodul y = x.stanga are factorul de balansare
1, atunci pentru rebalansare se efectueaza:
— Intai rotatie la stanga in jurul lui y
— Apoi rotatie la dreapta in jurul lui z.
b. Daca x are factorul de balansare nou 2 si y = x.dreapta are factorul de balansare -1,
atunci pentru rebalansare se efectueaza:
— Intai rotatie la dreapta in jurul lui y
— Apoi rotatie la stanga in jurul lui x.

Justificarea necesitatii celor doua rotatii este similara cu cea in cazul insertiei. Cele doua

situatii sunt reprezentate in figura 5.15.
Cazul 3

a. Daca x are factorul de balansare nou -2 si factorul lui y = x.stanga este 0, atunci refacerea
balansarii se realizeaza exact ca la cazul 1la prin rotatie la dreapta in jurul lui x. In figura

5.16 este ilustrat modul de recalculare a factorilor de balansare pentru nodurile x si y.
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de aici s-a
de aici s-a sters un nod

sters un nod

Figura 5.15: Rebalansarea unui arborele AVL dupa stergerea unui nod, cazurile 2a si 2b.

Figura 5.16: Rebalansarea unui arborele AVL dupa stergerea unui nod, cazul 3a.

In cazul din figura 5.16, in care y a avut factorul de balansare 0 inainte de rebalansare,
dupa rebalansare se observa ca nu s-a modificat inaltimea subarborelui, care acum are

radacina y, si deci nu mai este necesara continuarea urcarii in arbore.

Daca x are factorul de balansare nou 2 si factorul de balansare al lui y = x.dreapta este
0, atunci rotatie la stanga in jurul lui z. In figura 5.17 este ilustrat modul de recalculare

a factorilor de balansare pentru nodurile x si y.

Caz3.b

Figura 5.17: Rebalansarea unui arborele AVL dupa stergerea unui nod, cazul 3b.

La fel ca in cazul 3a, se observa si urmatoarele: Subarborele de radacina x a avut inainte
de stergere inaltimea h+2. In cazul in 3b, in care y a avut factorul de balansare 0 inainte
de rebalansare, dupa rebalansare se observa ca nu s-a modificat inaltimea subarborelui,

care acum are radacina y, si deci nu mai este necesara continuarea urcarii in arbore.
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In cazurile 1 si 2, dupa rebalansare scade inaltimea subarborelui curent, comparativ cu
inaltimea avuta inainte de stergere. Este deci necesara continuarea algoritmului de la parintele
nodului curent x. In cazul 3 acest lucru nu se intampla si deci se poate opri urcarea in arbore.

Variante de implementare a arborilor AVL pot fi gasite in bibliografie [3, 18].

'fbD/O‘ Implementati un arbore AVL, in care fiecare nod are o proprietate suplimentara
h, care retine inaltimea nodului si care se va folosi pentru calculul factorilor de

balansare.

[*'- Sa ne reamintim...

e Factorul de balansare al unui nod x este dat de diferenta dintre inaltimea

subarborelui sau drept si cea a subarborelui sau stang.

e Un nod se numeste balansat, daca factorul sau de balansare este -1, 0 sau
1.

e Un arbore este AVL, daca este arbore binar de cautare si fiecare nod al

sau este balansat.

e Iniltimea unui arbore AVL este de ordinul log, n, n numarul de noduri
din arbore si deci complexitatea operatiilor de baza pe un arbore AVL

este logaritmica in numarul de chei stocate..

e Un arbore AVL se rebalanseaza dupa operatii de insertie si stergere folosind

operatii de rotatie.

5.2.5 Rezumat

In aceasti sectiune au fost prezentati arborii AVL. A fost definita notiunea

de factor de balansare al unui nod si s-a demonstrat faptul ca, arborii AVL

au inaltimea de ordinul log, n, unde n este numarul de chei stocate in arbore.
De asemenea a fost prezentate operatiile de insertie si stergere ale unui nod,

impreuna cu modul de rebalansare al arborelui in cazul acestor operatii.

5.2.6 Test de autoevaluare

1. Desenati doi arbori AVL care conti exact cheile 5,10, 14,6, 8,2,9. Specificati factorul de

balansare pentru fiecare nod.
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2. Inserati intr-un AVL initial vid valorile: 10,5,7,20,15,25,12,8,9,17. Stergeti apoi cheile

15,25 si desenati arborele final.
3. Explicati de ce arborii AVL sunt mai echilibrati decat arborii binari de cautare simpli.
4. Scrieti un algoritm pseudocod pentru calcularea factorului de balansare al unui nod.
5. Scrieti un algoritm pseudocod care verifica daca un arbore este un AVL corect definit.

6. Care este numarul maxim de rotatii necesare pentru o singura operatie de inserare?

5.2.7 Raspunsuri la testul de evaluare a cunostintelor

1. Desenati doi arbori AVL care conti exact cheile 5,10, 14,6, 8,2,9. Specificati factorul de

balansare pentru fiecare nod.

Rezolvare:

2. Inserati intr-un AVL initial vid valorile: 10,5,7,20,15,25,12,8,9,17. Stergeti apoi cheile

15,25 si desenati arborele final.

Rezolvare: Insertia cheilor este prezentata in figurile urmatoare. Pentru fiecare insertie
sunt marcati cu rosu factorii de balansare recalculati. De asemenea sunt indicate cazurile

de refacere a balansarii.
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Arborele AVL obtinut in urma insertiilor este cel in care se realizeaza stergerile, ilustrate

in figurile urmatoare:

3. Explicati de ce arborii AVL sunt mai echilibrati decat arborii binari de cautare simpli.

Rezolvare: Intr-un arbore binar de ciutare simplu, inserarea succesiva a unor valori
ordonate poate genera, in cel mai defavorabil caz, un arbore degenerat (asemanator unei
liste), cu inaltimea egala cu n — 1 pentru n noduri.

Arborii AVL, in schimb, pastreaza pentru fiecare nod diferenta dintre inaltimile subarbo-
rilor stang si drept (factorul de balansare) in intervalul —1,0, 1. Aceasta conditie asigura
o distributie relativ echilibrata a descendentilor in jurul fiecarui nod. Drept urmare,
inaltimea unui arbore AVL cu n noduri este de ordin O(logn), ceea ce garanteaza ca

operatiile de cautare, inserare si stergere se realizeaza mult mai eficient decat in cazul
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arborilor binari simpli.

Scrieti un algoritm pseudocod pentru calcularea factorului de balansare al unui nod.

Rezolvare: La prima vedere, problema ar putea fi rezolvata printr-o parcurgere in
adancime, calculand recursiv inaltimea subarborilor stang si drept (ca in exercitiul 5 din
capitolul despre arbori). Totusi, aceasta metoda are complexitate liniara in numarul de
noduri al subarborelui, ceea ce afecteaza complexitatea dorita de O(logn) pentru inserare

si stergere.

Pentru a pastra complexitatea logaritmica, este necesar ca fiecare nod sa retina fie factorul
de balansare, fie, mai simplu, inaltimea nodului curent, care se poate actualiza usor pe

baza inaltimilor fiilor.

Algoritmul in pseudocod pentru aceasta abordare actualizeaza inaltimea nodului curent
si returneaza noul factor de balansare.
Nota: La arborii AVL consideram inaltimea unei frunze egala cu 1. Fiecare nod x are

campurile: x.parinte, x.stanga, x.dreapta, x.cheie si x.h (inaltimea).

Algoritm: CALUL_.FACTOR_BALANSARE

Input: Nodul curent pentru care se calculeaza factorul de balansare
Output: Factorul de balansare al arborelui
start

daca curent = nil atunci
| returneaza 0

sfarsit_daca
//se determina inaltimea pe stanga si pe dreapta
hs <0

daca curent.stanga # nil atunci
| hg < x.stanga.h

sfarsit_daca
hd —0

daca curent.stanga # nil atunci
| hq < x.dreapta.h

sfarsit_daca
curent.h < MAX (hg, hq) + 1
factor_balansare < (hg — hy)

returneaza factor_balansare
stop
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5. Scrieti un algoritm pseudocod care verifica daca un arbore este un AVL corect definit.

Rezolvare: Aceasta problema se poate rezolva printr-o parcurgere in adancime si vom
verifica daca se respecta proprietatile arborelui binar de cautare, precum si daca valoarea
factorului de balansare este -1, 0 sau 1. Vom considera cazul recursiv pentru simplitate

si ne vom folosi de functia rezolvata la exercitiul anterior.

Algoritm: VERIFICA_AVL

Input: Nodul curent in arborele binar 7T’
start

daca curent = nil atunci
| returneaza(adevarat)

sfarsit_daca

daca curent.stanga # nil si curent.cheie < curent.stanga.cheie atunci
| returneaza(fals)

sfarsit_daca

daca curent.dreapta # nil si curent.cheie > curent.dreapta.cheie atunci
| returneaza(fals)

sfarsit_daca
factor_balansare < CALUL_FACTOR_BALANSARE(curent)

daca factor_balansare < —1 sau factor_balansare > 1 atunci
| returneaza(fals)

sfarsit_daca
rezultat = VERIFICA_BINAR_CAUT (curent.stanga) si
VERIFICA_BINAR CAUT (curent.dreapta)

returneaza(rezultat)
stop

6. Care este numarul maxim de rotatii necesare pentru o singura operatie de inserare?

Rezolvare: O singura inserare intr-un arbore AVL poate necesita cel mult 2 rotatii (o
rotatie dubla: stanga-dreapta sau dreapta-stanga). In cazul cel mai simplu este suficienta
o singura rotatie, dar in unele situatii dezechilibrul se corecteaza numai prin doua rotatii
succesive. Dat fiind ca dupa prima reechilibrare, algoritmul nu mai necesita urcarea in

arbore, nu se va mai ajunge sa se efectueze si alte rotatii.
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5.3

Unitatea de invatare 3 - Arbori rosu-negru

_% 5.3.1 Introducere

A

Arborii rosu-negru, dezvoltati in 1987 de catre Leonidas J. Guibas si Robert
Sedgewick [8], sunt un al doilea tip de arbori binari de cautare auto-echilibrati.
Spre deosebire de arborii AVL, care folosesc pentru reechilibrare factorul de
balansare al nodurilor, arborii rosu-negru atribuie fiecarui nod o proprietate
numita culoare, impreuna cu o serie de alte proprietati ale arborelui, care asi-
gura o oarecare balansare, astfel incat complexitatea operatiilor in arbore sa fie

logaritmica in numarul de chei stocate.

5.3.2 Obiective

La sfarsitul acestei unitati de invatare studentii vor intelege:
e Ce este un arbore rosu-negru (ARN).
e Care este Inaltimea unui ARN.

e Care sunt operatiile de baza intr-un ARN.

Durata medie de studiu individual

Parcurgerea de catre studenti a acestei unitati de invatare se face in 3 ore.

Definitie: Un arbore rosu-negru (ARN) este un arbore binar de cautare in care fiecarui

nod i se asociaza o culoare - rosu sau negru - si care are urmatoarele proprietati:

1.

Fiecare nod este rosu sau negru - are deci un camp suplimentar culoare
Radacina este neagra

Fiecare frunza este neagra si nil

Daca un nod este rosu, ambii fii sunt negri = parintele unui nod rosu este negru.

Pentru fiecare nod x, pe oricare drum de la x la o frunza nil se intalneste acelasi numar
de noduri negre (inclusiv frunza nil si exclusiv nodul de la care se porneste). Acest numar

se numeste naltimea neagra a subarborelui de radacina z, notat cu bh - black height.

Observatii:

Intr-un ARN niciun drum de la rddicing la o frunza nu poate fi mai lung decat dublul

unui alt drum la alta frunza. Acest lucru asigura o balansare relativa a arborelui .
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e Iniltimea maximi a unui arbore ARN este 2log,(n + 1).
Se demonstreaza prin inductie ci orice subarbore de radscind x contine cel putin 22 —1
noduri interne. Notand cu h inaltimea arborelui si cu r radacina, din proprietatea 4 se
obtine bh(r) > h/2. Dar n > 20" — 1 > 2%/2 _ 1 de unde rezultd h < 2log,(n + 1)

e Definirea unui nod nil pentru fiecare frunza presupune un consum inutil de memorie.
Din acest motiv se poate considera in locul acestor frunze un singur nod santinela T.nil
catre care sa indice acele noduri interne care au ca fii frunze nil. Pentru simplitate in

continuare vom ignora in desene nodurile nil.

e Datorita faptului ca operatiile de cautare, maxim, minim, succesor, predecesor depind de

inaltimea h a arborelui, inseamna ca aceste operatii au complexitatea O(log, n).

Exemplu de arbore rosu - negru cu inaltimea neagra bh = 2 si inaltimea h = 4.

In dreapta exemplul cu un singur nod santinels.

Prin operatii de insertie/stergere se pot strica anumite proprietati RN. Pentru refacerea

acestor proprietati de arbore ARN, sunt necesare operatii de recolorare si de rotatie.

5.3.3 Imsertia intr-un arbore rosu-negru

Insertia propriu-zisa a unui nod intr-un arbore rosu-negru se realizeaza dupa acelasi al-
goritm ca si insertia intr-un arbore binar de cautare. Practic se porneste de la radacina si se
compara la fiecare pas cheia nodului curent x cu cheia nodului z care se insereaza, coborandu-se
in subarborele stang daca z.cheie < x.cheie si in cel drept altfel si se refac proprietatile ARN.
Nodul care se insereaza are culoarea rosie, iar in structura de tip arbore 7" se considera campul

santinela T.nal.

Proprietatile care pot fi neindeplinite in cazul insertiei:
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e Proprietatile 1, 3 si 5 se pastreaza, datorita faptului ca se insereaza un nod rosu, care are

ca fii doua frunze nul, deci se leaga de nodul santinela T'.nul

e Proprietatea 2 poate fi incalcata daca nodul inserat este chiar radacina sau ca urmare a
cazului 1, care va fi discutat in cele ce urmeaza. Pentru rezolvarea acestei situatii este

suficienta colorarea radacinii cu negru.

e Proprietatea 4 poate fi incalcata, daca parintele de care s-a legat noul nod are culoarea
rosie. In acest caz trebuie refacuta aceasta proprietate. Exista in aceasta situatie 3 cazuri

care vor fi discutate in continuare.

Notam cu z nodul inserat si cu P parintele lui z. Datorita faptului ca P are deja culoarea
rosie inainte de insertie, iar insertia se produce intr-un arbore rosu-negru valid, inseamna ca P
nu este radacina si deci exista un nod parinte al lui P # T.nil pe care il notam cu B (bunic).
Notam cu U unchiu lui z (fratele parintelui).

Nodul P se poate afla la stanga sau la dreapta lui B. Cele doua cazuri se trateaza in mod

similar, prin simetrie. Vom considera in continuare insertia pe stanga bunicului B.

Caz 1

Rezolvare caz 1 recolorare P, U, B
urcare 1n arbore

Figura 5.18: Cazul 1 pentru insertie.

Pentru refacerea proprietatii 4 dupa inserarea unui nod nou se iau in considerare trei cazuri.

Cazu 1: unchiul lui z este rosu (figura 5.18).

Deoarece U, P sunt rosii rezulta ca B are culoarea neagra, altfel s-ar contrazice proprietatea
4, deci este suficienta recolorarea P, U, B, adica P si U devin negri iar B rosu.

In urma acestei modificiri poate avea loc o contrazicere a proprietatii 4 pentru B si parintele
sau, deci se reia procedura de refacere a proprietatilor rosu-negru, considerand de data aceasta

z = B. Acelasi procedeu se aplica si in cazul in care z se afla pe dreapta lui P.
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Figura 5.19: Cazul 2 pentru insertie.

Atunci cand unchiul U este negru se disting cazurile 2 si 3, care difera prin pozitionarea

nodului z relativ la P si la B.

Cazul 2: unchiul este negru si
a) z se afla pe dreapta lui P, iar P se afla la stanga lui B - figura 5.19 (a);
b) z se afla pe stanga lui P, iar P se afla la dreapta lui B - figura 5.19 (b).

Solutionare: in cazul a) rotatie la stanga dupa P, in cazul b) rotatie la dreapta dupa P. Nu
se solutioneaza complet, ci se trece practic in cazul 3, in care refacerea incepe de la nodul care

prin rotatie a coborat, deci de la z = P.

(@) recolorare

Caz 3 recolorare
P,B + rot

—_—
a) P,B + rot

Figura 5.20: Cazul 3 pentru insertie.

Cazul 3: unchiul este negru si
a) z se afla pe stanga lui P, iar P se afla la stanga lui B - figura 5.20 (a);
b) z se afla pe dreapta lui P, iar P se afla la dreapta lui B - figura 5.20 (b).

Solutionare: se coloreaza B cu rosu si P cu negru. Apoi pentru situatia a) rotatie la

dreapta in jurul lui B, iar pentru situatia b) rotatie la stanga in jurul lui B.
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Algoritm: ARN_INSEREAZA

Input: Un arbore rosu-negru 7', cheia de inserat val

start
y < T.nil

x < T.rad

cat_timp x # T.nil si x.cheie # val executa
Yy<—x

daca val < x.cheie atunci
| x4 x.stanga

sfarsit_daca

altfel
| x < x.dreapta

sfarsit_daca

sfarsit_cat_timp

daca x # T'.nil atunci
scrie(”cheia deja exista”)

return
sfarsit_daca

aloca memorie pentru nodul z
z.cheie < val

z.stanga < T.nil

z.dreapta < T.nil

z.culoare <— rosu

z.parinte <y

daca y = T'.nil atunci
| T.rad < z

sfarsit_daca
altfel

daca val < y.cheie atunci
| y.stanga < z

sfarsit_daca

altfel
| y.dreapta < z

sfarsit_daca

sfarsit_daca

ARN_INSERT REPARA(T, z)
stop
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Algoritm: ARN_INSERT_REPARA
Input: Un arbore rosu-negru 7', nodul inserat z

start
P <« z.parinte //parintele lui z

cat_timp P.culoare = rosu executa
B < P.parinte //bunicul lui z

daca P = B.stanga atunci
U < B.dreapta

caz 1

daca U.culoare = rosu atunci
P.culoare < negru

U.culoare < negru
B.culoare < rosu

z+ B
sfarsit_daca

altfel
caz 2

daca z = P.dreapta atunci
2+ P

ROTATIE — STANGA(T, z)
sfarsit_daca

caz 3

P.culoare < negru

B.culoare <+ rosu

ROTATIE — DREAPTA(T, B)
sfarsit_daca

sfarsit_daca

altfel
//similar dar simetric pentru parintele lui z

//pe partea dreapta a bunicului lui z
sfarsit_daca

sfarsit_cat_timp

T.rad.culoare <— negru
stop

Complexitate: Insertia are aceeasi complexitate ca in cazul arborilor binari de cautare
simpli, deci O(h). Cum inaltimea este cel mult 2log,(n + 1) rezulta o complexitate O(log, n),
iar algoritmul de refacere al proprietatilor de arbore rosu-negru porneste de jos inspre radacina

pe o ramura, deci complexitatea este tot O(log, n). Rezulta complexitatea pentru insertie este
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O(logy n).

Operatia de insertie este descrisa extensiv in bibliografie, iar algoritmii prezentati au la baza

algoritmii din [4]. In algoritm se verifica si unicitatea cheii. O cheie deja existenta nu se mai
introduce.

Exemplu. Inserarea cheilor 20, 40, 45, 36, 13, 19, 14, 10 intr-un ARN initial
vid.

caz 1 insert 13

insert 40 insert 45 B caz3 insert 36
(20320 J % ‘QQ@ ﬂ @ @ @ @é@

msert 14 caz 2 caz 3 insert 10 caz 1

insert 19 caz 1

'ﬁ)D/O‘ Dati exemplu de un ARN cu inaltimea neagra bh = 2, care are exact 3 noduri

rosii si toate cheile mai mici decat 15 si inserati in acesta cheile 23, 22, 19, 25.

5.3.4 Stergerea dintr-un arbore rosu-negru

Operatia de stergere dintr-un arbore rosu-negru este mai complicata decat operatia de
insertie. In prima etapa, operatia de stergere are la baza stergerea dintr-un arbore binar de
cautare, cu cateva modificari, dupa care trebuie efectuata o operatie de refacere a proprietatilor
de arbore rosu-negru. Reamintim faptul ca, in cazul stergerii unui nod z dintr-un arbore binar

de cautare T se iau In considerare cazurile:
1. z.stanga = T.nil - figura5.21 a)
2. z.drepta = T.nil - figurab.21 b)

3. z are doi fii diferiti de T.nil si y = BIN_SUCCESOR(z)

a. y fiu al lui z - figurab.21 ¢)

b. y nu fiu al lui z, ci este undeva mai jos in subarborele drept al lui z - figura5.21 d)
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Figura 5.21: Cazurile pentru stergerea nodului z. a) z are la stanga frunza T.nil, b) z are la
dreapta frunza T'.nil, ¢) z are 2 fii diferiti de T'nil si succesorul lui z este fiu al lui z, d) z are
doi fii diferiti de T".n:l si succesorul lui z nu este fiu al lui z.

Observatii:

e Algoritmul de refacere depinde in cazurile 1 si 2 de culoarea nodului sters z si de culoarea
pe care o are x, iar in cazul 3 de culoarea originala a lui y (dupa stergere y preia culoarea
lui 2) si de culoarea lui x, unde x este in primele 2 cazuri nodul cu care se inlocuieste z,

iar in al treilea caz este fiul drept al lui y.

e In cazurile 1 si 2, prin stergerea nodului z si inlocuirea cu unul dintre descendentii directi,
se poate produce o modificare a culorii in pozitia detinuta anterior de z, ceea ce poate
duce la violarea proprietatilor de arbore rosu-negru. La fel in cazul 3, la inlocuirea lui y

cu x.

e Nodul x este acela care se deplaseaza in pozitia detinuta anterior de nodul y. Se observa

faptul ca, x poate fi santinela T".nil

Refacerea proprietatilor de arbore rosu-negru:

e Daca nodul z in cazurile 1 si 2, respectiv y in cazul 3, a avut culoarea initiala rosu, atunci
se pastreaza proprietatile de arbore RN, deoarece
1. Nu s-a modificat inaltimea neagra pe nici o ramura prin eliminarea unui nod rosu
2. Nici un nod rosu nu a capatat un fiu rosu.
3. Deoarece nici nodul z, nici nodul y in cazul 3, nu au fost radacina (culoarea originala

a fost rosie) nu s-a modificat nici culoarea radacinii, care a ramas neagra

e Rezulta deci ca, proprietatile de arbore RN sunt violate doar daca a fost eliminat un nod

negru. Exista mai multe cazuri care trebuie tratate.
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-colorez P rosu - se trece intr-unul
-colorez F negru din cazurile 1, 2, 3

-rotatie la st dupa P

Figura 5.22: Cazul 1 in ARN

e Prin eliminarea unui nod negru din arbore

1. In primul rand se micsoreaza inaltimea neagra pe ramura respectiva

2. Poate aparea vecinatate intre doua noduri rosii

Cazul 0: culoarea nodului z cu care s-a facut inlocuirea este rosie. In acest caz singurul
lucru care trebuie facut este recolorarea lui x in negru. Acest lucru rezolva atat problema (1)

cat si problema (2).

Notatii: P=parintele lui x, F'=fratele lui x, bh = inaltimea neagra originala a subarborelui

cu radacina P.

In continuare vom considera ci nodul z se afli la stanga nodului P. Pentru x la dreapta lui
P modul de rezolvare este simetric. In toate figurile care ilustreaza cazurile de reechilibrare,
pentru fiecare nod este indicat numarul de noduri negre aflate pe orice drum catre o frunza nil
din subarborele respectiv, luand in considerare ramura marcata. Daca nodul marcat face parte
din segmentul considerat, numararea incepe de la el; in caz contrar, numararea porneste de la

fiul sau de partea respectiva.
Cazul 1: F' are culoarea rosie - figura 5.22.

Facem urmatoarele observatii:

e Datorita faptului ca inainte de stergere arborele era RN valid, din F' rosu si F' descendent

direct al lui P rezulta culoarea lui P este neagra.
e Copiii lui F' sunt ambii negri (eventual T.nil)

e Prin stergere s-a micsorat inaltimea neagra pe partea stanga a lui P, adica numarul de

noduri negre pe oricare drum de la P spre frunzele din subarborele drept este bh, iar spre
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- coloreaza F rosu - se reiau toate
- continud cu x =P cazurile (0 - 4)
—_—

delax=P,
deoarece a scazut
per total inaltimea
neagra

Figura 5.23: Cazul 2 in ARN

frunzele din subarborele stang este bh — 1. Cum F' este rosu rezulta ca nu contribuie la
acest numar de noduri negre. Astfel pe oricare parte a lui F' se intalnesc bh noduri negre

in drum spre o frunza nil (vezi figura 5.22).
Refacerea proprietatilor de arbore RN:
e Colorare P cu rosu si colorare F' cu negru.

e Rotatie la stanga in jurul lui P. (Daca z se afla pe dreapta lui P, atunci rotatia este la

dreapta).

In acest caz, F' acum negru, urca in locul lui P. La dreapta lui F' inaltimea neagra a ramas
bh. inéltimea neagra pe dreapta lui P este bh, iar inaltimea neagra pe stanga al lui P este
bh — 1. Deci problema in nodul P a ramas, dar fiul drept al lui P nu mai este rosu ci negru,
ceea ce conduce la unul dintre cazurile 2 - 4. Deci din cazul 1 se trece la cazul 2, 3 sau 4! In

figura 5.22 este ilustrata procedura de refacere a proprietatilor RN in cazul 1.
Cazul 2: F este negru si ambii fii ai sai sunt negri (eventual T.nil) - figura 5.23.

Observatii:

e F # T.nil, pentru ca pe partea stanga a lui P s-a sters un nod negru, iar inainte de

stergere pe ambele parti ale lui P inaltimea neagra era aceeasi si cel putin 1.
e P poate fi rosu sau negru

e Prin stergere s-a micsorat inaltimea neagra pe partea stanga a lui P, adica pe partea
dreapta a lui P se intalnesc bh noduri negre catre orice frunza, iar pe partea stanga
bh — 1. Cum F este negru rezulta ca pe pentru ambii sai fii drumurile catre o frunza

contin bh — 1 noduri negre (atentie, numarand si nodurile FS si FD!).
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Refacerea proprietatilor de arbore RIN:

e Se coloreaza F' rosu = inaltimea neagra a subarborelui drept al lui P este bh — 1, deci
egala cu cea a subarborelui stang, dar inaltimea neagra a arborelui P este mai mica decat
inainte de stergere, deci cu o unitate mai mica decat a fratelui sau (daca exista). Aceasta

problema se rezolva reluand cazurile re refacere pornind de la x = P 1n sus.

Cazul 3: a) F are culoarea neagra, fiul stang al lui F' notat cu F'S este rosu, iar cel drept
notat cu F'D este negru. (figura 5.24). Respectiv cazul 3b) simetric, atunci cand F' este pe
stanga lui P si z pe dreapta, F' este negru, F'D este rosu si F'S este negru. Cazul 3b) se

solutioneaza simetric cu 3a) prezentat mai jos.

-colorez F rosu

-colorez FS negru

-rotesc dr. dupa F
—_—

bh-1 bh-1 —

Figura 5.24: Cazul 3 in ARN. P poate avea culoarea rosie sau culoarea neagra.

Observatii:
e Culoarea lui P poate fi rosie sau neagra.

e F' sigur este diferit de T'.nil, pentru ca pe partea stanga a lui P s-a sters un nod negru,
iar nainte de stergere pe ambele parti ale lui P inaltimea neagra era aceeasi si cel putin
1.

e Numarul de noduri negre ce se intalnesc pornind din P (exclusiv P) pe drumul spre orice
frunza din subarborele stang este bh — 1, iar spre orice frunza din subarborelui drept este

bh. Subarborele F' are inaltimea neagra bh — 1 (figura 5.24).

Refacerea proprietatilor de arbore RN: - figura 5.24

e Recolorare F'si F'S = F' devine rosu si F'S devine negru.

e Rotatie la dreapta in jurul lui F = F'S urca in locul lui F.
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-colorez F STOP

cu culoarea lui P
-colorez P negru
-colorez FD negru
-roteste st. dupd P

—_—

bh-1 bh-1  bh-1

Figura 5.25: Cazul 4 in ARN

Problema la care am ajuns in continuare este refacerea proprietatilor RN pentru cazul 4.

In cazul in care x este pe dreapta lui P rezolvarea este simetrica.

Cazul 4: F are culoarea neagra iar fiul drept notat cu F'D este rosu. Fiul stang, F'S,
poate avea oricare dintre cele doua culori. (figura 5.25). In cazul simetric, atunci cand z este

pe dreapta lui P, F'S este rosu.

Observatii:
e Culoarea lui P poate fi rosu sau negru.

e F sigur este diferit de T'.nil, pentru ca pe partea stanga a lui P s-a sters un nod negru,
iar nainte de stergere pe ambele parti ale lui P inaltimea neagra era aceeasi si cel putin
1.

e Pe orice drum din stanga lui P catre o frunza intalnim bh — 1 noduri negre, iar pe dreapta
bh. Pe oricare parte a lui F, pe drumurile catre o frunza se intalnesc bh — 1 noduri negre
(figura 5.25).

Refacerea proprietatilor de arbore RN: - figura 5.25.
e Colorare F' cu culoarea lui P
e Colorare P cu negru
e Colorare F'D cu negru
e Rotatie la stanga in jurul lui P (respectiv dreapta in cazul simetric).

Se observa in figura reechilibrarea arborelui care duce la oprirea procedurii de refacere a pro-
prietatilor ARN.
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pseudocodul pentru stergere poate fi gasit in bibliografia recomandata [4]. Idei de imple-

mentare pot fi gasite in [16].

Exemplu. Stergerea cheilor: 12 si 10 din arborele rosu negru din figura.

delete(12) colorez 27

cu negru
—_—

delete(10)

colorez 17 cu rosu
colorez 7 cu negru
rotesc

colorez F cu rosu
reiaude lax =P
e

Arborii rosu-negru se pot folosi cu succes pentru implementarea de dictionare in care ele-
mentele se pastreaza sortate dupa cheie. Un astfel de exemplu sunt structurile de tip set si

map din STL, in care accesul la elemente se realizeaza pe baza cheii acestuia.
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I

Sa ne reamintim...

Un arbore rosu-negru este un arbore binar de cautare in care fiecarui nod

i se atribuie o proprietate numita culoare.

Radacina unui arbore rosu-negru este intotdeauna neaga, iar frunzele sunt

negre si nil.
Orice nod rosu are doi fii negri, deci un nod rosu are un parinte negru.

Pentru orice nod z, pe orice drum de la = catre o frunza se intalnesc acelasi
numar de noduri negre, exclusiv nodul z si inclusiv frunza. Acest numar

de numeste inaltime neagra.

In urma insertiei sau stergerii intr-un ARN se pot strica proprietatile de
mai sus, de aceea sunt necesare operatii de rotatie si recolorare, care sa

refaca aceste proprietati.

Complexitatea operatiilor de cautare, insertie si stergere a unei chei se re-

alizeaza in complexitate logaritmica, in raport cu numarul de chei stocate.

5.3.5 Rezumat

In aceasti sectiune au fost prezentati arborii RN. A fost definita notiunea de
inaltime neagra al unui nod si s-a demonstrat faptul ca, un ARN are inaltimea

de ordinul log, n, unde n este numarul de chei stocate in arbore. De asemenea a

fost prezentate operatiile de insertie si stergere ale unui nod, impreuna cu modul

de rebalansare al arborelui in cazul acestor operatii.

5.3.6 Test de autoevaluare

Dati 3 exemple de arbori rosu-negru care contin exact 2 noduri rosii si 4 noduri negre.

Inserati intr-un arbore rosu-negru initial vid cheile: 7,3, 18,10, 13,8, 11, 12.

Explicati de ce este important ca orice drum de la radacina la oricare frunza sa contina

acelasi numar de noduri negre.

Scrieti un algoritm pseudocod pentru determinarea inaltimii negre a arborelui.

Care este numarul maxim de recolorari necesare pentru o operatie de inserare?
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5.3.7 Raspunsuri la testul de evaluare a cunostintelor

1. Dati 3 exemple de arbori rosu-negru care contin exact 2 noduri rosii si 4 noduri negre.

6% ©6° %

2. Inserati intr-un arbore rosu-negru initial vid cheile: 7,3,18,10,13,8,11,12.

Rezolvare:

o

Rezolvare: Insertiile sunt ilustrate in figurile de mai jos:

insert(3) g insert(18) insert(10) B caz 1
099 ""g " -
U P

caz3 insert(8) caz 1

-recolorare P,B
y -rotatie la dreapta
in jurul Iui B

caz 3

-recolorare P,B
-rotatie la stanga
in jurul lui B

3. Explicati de ce este important ca orice drum de la radacina la oricare frunza sa contina

acelasi numar de noduri negre.



5.3. UNITATEA DE INVATARE 3 - ARBORI ROSU-NEGRU 157

Rezolvare: Aceasta conditie, impreuna cu conditia de a nu avea doua noduri rosii legate
printr-un arc, garanteaza faptul ca arborele rosu-negru ramane echilibrat. De fapt astfel
niciun drum de la radacina la o frunza nu poate fi mai lung decat cel mult dublul altui
drum de la radacina la alta frunza. Daca numarul de noduri negre difera pe drumurile
de la acelasi nod catre nodurile frunze, unele frunze ar fi mult mai adanci decat altele,
ceea ce ar conduce la o degradare a timpului de cautare. Prin urmare aceasta proprietate

asigura ca inaltimea arborelui este O(logn) pe toate ramurile.

4. Scrieti un algoritm pseudocod pentru determinarea inaltimii negre a arborelui.

Rezolvare: Deoarece arborele este un ARN valid, se respecta proprietatea conform careia
toate drumurile de la radacina pana la o frunza contin acelasi numar de noduri negre.
Prin urmare, pentru a calcula inaltimea neagra este suficient sa parcurgem un singur
drum. Alegem sa coboram mereu pe fiul stang pana la nodul nil, iar la fiecare intalnire

cu un nod negru incrementam valoare inaltimii negre.

Algoritm: INALTIME-NEAGRA

Input: Un arbore rosu-negru 7'

start
inaltime_neagra < 0

nod <+ T.radacina

daca nod # nil atunci
| nod < nod.stanga

sfarsit_daca
cat_timp nod # nil executa

daca nod.culoare = negru atunci
| inaltime_neagra < inaltime_neagra + 1

sfarsit_daca

nod <— nod.stanga
sfarsit_cat_timp

returneaza (tnaltime_neagra + 1)
stop

5. Care este numarul maxim de recolorari necesare pentru o operatie de inserare?

Rezolvare: Analizand cele trei cazuri de refacere a proprietatilor rosu-negru, observam
ca numarul maxim de recolorari apare in Cazul 1, cand se schimba culoarea parintelui,

a unchiului si a bunicului pentru nodul inserat z. Deoarece bunicul devine rosu, poate
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aparea situatia in care acesta are, la randul sau, un parinte rosu. In acest caz, procedura
de refacere continua pe nivelele superioare ale arborelui. Din acest motiv, numarul de

recolorari in cel mai defavorabil caz este de ordinul 3 - log, n.



Capitolul 6

Structuri de date avansate

Introducere

Exista numeroase tipuri de arbori, fiecare fiind adaptat la anumite clase de probleme. In
acest capitol vom discuta doua tipuri de arbori, ce constituie structuri de date semnificativ mai
complexe decat cele discutate pana acum. B-arborii, abordati in prima unitatea de invatare,
reprezinta o generalizare a arborilor binari de cautare si au fost dezvoltati pentru accesarea
eficienta a unor cantitati mari de date stocate pe disc. Arborii quad, prezentati in a doua
unitate de invatare, sunt dedicati stocarii si manipularii de date bidimensionale, reprezentand

de obicei date spatiale.

Competente
La sfarsitul acestui modul de invatare studentii:
e Definesc corect notiunea B-arbore si explica operatiile de baza pe un astfel de arbore.
e Explica ce este un arbore quad pentru regiuni.

e Explica este un arbore de tip Point-Region

159



160 CAPITOLUL 6. STRUCTURI DE DATE AVANSATE

6.1 Unitatea de invatare 1 - B-arbori

_% 6.1.1 Introducere

B-arborii sunt structuri de date echilibrate, caracterizate prin faptul ca toate
frunzele se afla la aceeasi adancime. Ei reprezinta o generalizare a arborilor
binari de cautare, permitand stocarea mai multor chei intr-un singur nod, de la
un numar redus pana la cateva mii. Pe langa chei, fiecare nod poate contine si
alte informatii utile, in functie de aplicatie.

O varianta des utilizata in practica este arborele B+, derivat din arborele B,
care se distinge prin faptul ca informatiile suplimentare, altele decat cheile, sunt
pastrate exclusiv in nodurile frunza, in timp ce nodurile interne contin doar chei

pentru ghidarea cautarii.

‘ [_é 6.1.2 Obiective

La sfarsitul acestei unitati de invatare studentii vor intelege:
e Ce este un B-arbore.

e Care este Inaltimea unui B-arbore.

e Care sunt operatiile de baza intr-un B-arbore si ce complexitate au.

Durata medie de studiu individual

Parcurgerea de catre studenti a acestei unitati de invatare se face in 3 ore.

6.1.3 Proprietatile B-arborilor

B-arborii nu sunt arbori binari si deci, fiecare nod poate avea mai mult de doi fii. Vom
vedea si ca, spre deosebire de tipurile de arbori discutate in capitolele anterioare, nodurile unui
B-arbore contin de obicei mai multe chei. Pentru a permite o cautare similara cautarii in
arborii binari de cautare si B-arborii dispun de o ordonare a cheilor, care va fi explicata in cele

ce urmeaza.

Un B-arbore este caracterizat printr-o serie de proprietati:
1. Fiecare nod x are urmatoarele atribute (campuri):

(a) x.n numarul de chei stocate in nodul z;
(b) vectorul de chei z.chei, cu cheile sortate crescator;

(¢) x.frunza = un camp boolean care este adevarat, daca z este frunza si fals altfel;
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(d) Vectorul de legaturi catre fiii lui x: x.copii.
2. Fiecare nod intern = are exact x.n + 1 fii.

3. Valorile cheilor x.cheili],i = 1,...,z.n, separa valorile cheilor fiilor lui x dupa cum ur-

meaza. Daca notam cu y; = z.copiifil,i = 1,...,z.n + 1 atunci:
y1.cheill] < yy.chei[2] < ... <wyj.chei[y;.n] < x.chei[l] <

< yo.chei[l] < yo.chei2] < ... < ys.chei[ys.n] < x.chei2] <

< Yona1-cheill] < ygpnai.cheil2] < ... < Ypni1-cheilypni1n]

De fapt cheile z.cheili — 1] si x.cheii] definesc intervalul in care se pot afla valorile cheilor
din subarborele z.copiili],i = 2, z.n. Cheile din subarborele de radicind z.copii[l] sunt
mai mici decat cheia x.chei[l] si cheile din subarborele de radacina x.copii[z.n + 1] sunt
mai mari decat cheia z.chei|x.n].

De exemplu in figura de mai jos, in nodul x cheile sunt ordonate. = are 3 chei, deci are 4

copii.
X
[10]257] 38
0|5 ]7] [12]23][30]35] |41]43] 50|
yi=x.c(l) y,=x.c(2) y;=x.c(3) ys=x.c(4)
Copilul y; are cheile mai mici decat z.chei[l] = 10, copilul ys are cheile in intervalul

[10, 25], determinat de cheile x.chei[l] si z.chei[2], copilul y3 are cheile in intervalul [25, 38]
determinat de cheile z.chei[2] si z.chei[3], iar copilul y, are cheile mai mari decat 38 =
x.cheil3].

4. Toate frunzele au aceeasi adancime = adancimea/inaltimea h a arborelui.

5. Numarul de chei ale unui nod este limitat inferior si superior pe baza unei constante ¢,

t > 2, numita gradul minim al arborelui, dupa cum urmeaza:

(a) Fiecare nod x cu exceptia radacinii, contine cel putin ¢ — 1 chei si are deci cel putin

t copii. Radacina contine cel putin o cheie.
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(b) Fiecare nod = contine cel mult 2¢ — 1 chei, deci are cel mult 2¢ copii. Un nod care

contine 2t — 1 chei se numeste nod plin. Aceasta restrictie este valabila si pentru

nodul radacina.

Exemplu de B-arbore cu t = 2 in care cheile sunt litere ale alfabetului. Ordinea

considerata este cea lexicografica.
[D]H RU[X

(alB] [e]c] [i]r] [NJof [s|T][v]w][¥]z]

Inaltimea unui B-arbore

Consideram un B-arbore de grad minim ¢ > 2 cu n chei. Atunci inaltimea h a arborelui

1
h <log, (%)

Demonstratie: vom calcula inaltimea unui B-arbore 7" cu n chei pornind de la un B-arbore

respecta inegalitatea:

T cu aceeasi inaltime h, dar cu numar minim de chei. Evident n > numarul de chei T;.

radacina ..................... nivel O ... 1 cheie

........................ nivel I ........ 2(t-1) chei

t-1 chei

'\ \\
[t-1chei] - [t1chei] [ -1 chei | - | t-1 chei | oo nivel 2 .... 2t(t-1) chei
t noduri t noduri
1 ch 1 h 1 ohe t-1 chei | weeeeees nivel 3 .... 2t%(t-1) chei
! 1 chei t? noduri - |c ° t2 noduri | |C el|
| t-1 chei | ..... | t-1 chei | |t—1 che1| ..... | t-1 chei | | t-1 chei| ..... |t-1 chei| | t-1 chei | ----- | t-1 chei| ........... nivel 4 .... 2£%(t-1) chei
| t* noduri | t* noduri

........... nivel h ... 2t*(t-1) chei

Figura 6.1: Numarul minim de chei intr-un B-arbore 73 de grad minim ¢ si inaltime A

Numarul de chei ale lui 77, reprezentat in figura 6.1, se calculeaza astfel:
e Nivel 0: radacina contine o singura cheie

e Nivel 1: contine 2 noduri a cate t — 1 chei
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e Nivel 2: contine 2 % ¢ noduri a cate t — 1 chei

e Nivel 3: contine 2 * t? noduri a cate t — 1 chei

th_l

e Nivel h: contine 2 x noduri a cate t — 1 chei

In total numarul de chei ale arborelui T, este:
1420t —1) +2t(t — 1) + 2%t — 1) + ...+ 27t — 1) =

=142t —-1D)A+t++..+t"1) =
=14+2t-D({"=1)/(t—1)=2" — 1.

Deci: .
n22th—1:>h§10gt<%>.

Inaltimea unui arbore este cu atat mai mica, cu cat gradul minim ¢ este mai mare. Complexi-

tatea operatiilor de cautare, insertie si stergere depinde de inaltimea arborelui, deci de ¢.
Domenii de utilizare

B-arborii pot fi utilizati cu succes pentru accesul rapid al datelor de pe hard-disk, prin
minimizarea numarului de operatii de citire/scriere. In memoria principala (in memoria RAM),
cu acces rapid, se pastreaza radacina B-arborelui, iar nodurile din subarbore se pastreaza
in memoria secundara, mai lenta. Accesul la un nod din memoria secundara se realizeaza
in complexitate O(log, n), unde baza logaritmului depinde de gradul minim al arborelui, iar
numarul de accesari ale discului in acest scop este dat de lungimea drumului de la radacina la
nodul cautat. Cu cat gradul minim al arborelui este mai mare, cu atat inaltimea este mai mica
si accesul la informatie este mai rapid.

Multe baze de date utilizeaza B-arbori sau variante ale acestora pentru memorarea datelor.

6.1.4 Operatii

Asa cum s-a mentionat anterior, B-arborii sunt utilizati in general pentru optimizarea ac-
cesului la memorie. Nodul radacina este memorat in memoria principala (in memoria RAM),
astfel incat accesul la radacina nu necesita operatii de citire pe disc. Accesul la noduri interne

necesita citire pe disc.
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Cautarea unei chei

Cautarea intr-un B-arbore este de fapt o generalizare a cautarii binare, doar ca spre deose-
bire de aceasta, pentru fiecare nod nu avem doar o decizie intre doua ramuri, ci avem o decizie

intre n + 1 ramuri, n fiind numarul de chei ale nodului curent.

Algoritm: B-CAUTA
Input: Nodul curent nod, cheia cautata k

start

11

cat_timp i < nod.n si nod.cheili] < k executa
| i+—i41

sfarsit_cat_timp

daca i < nod.n si nod.cheili| = k atunci
| returneaza(nod,i)

sfarsit_daca
altfel

daca nod. frunza = adevarat atunci
| returneaza(nil)

sfarsit_daca

altfel
CITESTE-DISC(nod.copii[i])

returneaza(B-CAUTA (nod.copiilil, k))
sfarsit_daca

sfarsit_daca

stop

Functia B-CAUTA (nod, k) [4] este definita recursiv si are ca parametri radacina subarbo-
relui in care s-a ajuns cu cautarea si cheia cautata. Functia returneaza o pereche (nod, i), unde
nod = nodul care contine cheia k si i indicele cheii in nodul nod, adica * = nod.cheili] = k.

Daca in arbore nu se gaseste cheia k, atunci functia returneaza nil.

Complexitate: cautarea in fiecare nod este de ordinul O(t), iar cautarea in arbore depinde
de inaltimea h a arborelui, care este de ordinul log, n. Astfel complexitatea totala a algoritmu-

lui este O(tlog, n).

Datorita faptului ca intr-un nod cheile se pastreaza sortate, se poate realiza si cautare

binari. In acest caz, complexitatea devine: O(log, tlog, n).
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Inserarea unei chei

Inserarea unei chei intr-un B-arbore difera de inserarea intr-un arbore binar prin faptul ca
nu putem pur si simplu crea o noua frunza in B-arbore in care sa inseram cheia respectiva.

Un astfel de procedeu ar duce la dezechilibrarea arborelui si ar contraveni proprietatii unui

B-arbore de a avea toate frunzele pe acelasi nivel.

Insertia unei chei se realizeaza prin inserarea cheii intr-un nod frunza deja existent. Pro-
blema apare atunci cand frunza in care ar trebui inserat nodul este plina. In acest caz trebuie

aplicata o procedura de DIVIZARE a frunzei in jurul cheii mediane (aflate pe pozitia din mijloc

in sirul cheilor).

Operatia de divizare a unui nod

Configuratia Tnainte de divizare

Xy X, Xi.1 Xi | e Xnx
Y1 Y2 Y1 Yi Y1 Yar1
Configuratia dupa divizare
X X X1 Yi Xj Xnx

Yi Y2 Y1 Y Yori

Figura 6.2: Divizarea unui nod plin. S-a notat cu xy = z.copiilk] si cu yy = y.copiilk]

Se considera un nod plin y, deci cu 2t — 1 chei. Presupunem ca y este al i-lea fiu al nodului

x, care nu este plin. Atunci divizarea se realizeaza in modul urmator:

e 1.n creste cu o unitate: x.n = x.n + 1.

dreapta in vectorul x.copit.

cheile lui = incepand de la pozitia ¢ se deplaseaza cu o pozitie la dreapta in nod.

se deplaseaza pointerii catre descendentii x.copiili + 1], ..., x.copii[x.n] cu o pozitie spre

cheia y.chei[t] urca in nodul z, in vectorul x.chei pe pozitia i
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e nodul y se divizeaza in doua noduri noi care contin cate ¢ — 1 chei si anume primul
nod contine cheile y.chei[l], ..., y.cheilt — 1] si al doilea nod contine cheile y.chei[t +
1],...,y.chei[2t — 1]

e noile noduri create devin copii ai z.copii[i] si x.copiifi + 1].
Aceasta procedura este ilustrata in figura 6.2.

Exemplu pentru divizarea nodului y = z.copii[i] in jurul cheii mediane y.cheilt].

In exemplu se avem t = 3,7 = 3. Cum ¢t = 3 rezulta ca numarul maxim de chei

Intr-un nod este 5.

Configuratia inainte de divizare
nodul x xn=3

x.chei | 7 | 16 | 35| |
X.copii s | & | o] *Jqull [null

NOHEROMENNDE DEINENNN

y = x.copii[3]nod plin
Se incrementeaza numarul de chei ale nodului  si se deplaseaza toate cheile incepand de la
cheia a i-a cu o pozitie spre dreapta, in cazul nostru doar a treia.

nodul x xn=4

x.chei [ 7 | 16 | |35|
X.copiifzs T« T e ] eJaull [null

NOHERONENNIDS DEINENNN

y = x.copii[3]nod plin

Se deplaseaza cu o pozitie spre spre dreapta pointerii spre copiii nodului x, incepand cu al

t + 1-lea, in cazul nostru doar ultimul copil.

nodul x xn=4

x.copii| 7 | 16 | |35|

x.chei o T « T o« T e Jhul
NEENNERERNER DENRNEN

y = x.copii[3]nod plin

Se plaseaza cheia mediana din nodul y pe pozitia ¢ in nodul x.
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nodul x xn=4 nodul x xn=4
x.chei| 7 | 16 | “|35| x.chei | 7 | 16 | |35|
x.copii s [ « | &« 1. o Tl X.cOpiile | & | & [ e thun
.. , \k\\
HNRERNRNERN ol [ ] [ [a]s RN (s frol s ) [osas] polss] [ ]2

Se divizeaza nodul y in 2 noduri, prin crearea unui nou nod, in care se copiaza ultimele ¢t — 1

chei ale lui y.

nodul x xn=4

x.chei| 7 | 16 | |35|
X.copiile [ « [ « | o] elnull

|1|3ls| | ||8|10|15| | | 18]23

P S —

Se obtine configuratia finala:

nodul x xn=4

xchei| 7| 16 [ 25 |35 ]
X.copiile [» | « | o] elnuil

) \
Lo L5 PP L ol oo [ ool o 2

Observatii:

1. Daca x este la randul sau plin, nu putem efectua divizarea. De aceea, la insertie trebuie
sa ne asiguram deja pe parcursul cautarii frunzei in care se realizeaza insertia ca pe drum

nu intalnim noduri pline. In caz contrar, se realizeaza o divizare.

2. Daca nodul plin y este radacina, atunci nu exista un parinte x in care sa se insereze cheia
mediana din y. Astfel, daca nodul care trebuie divizat este chiar radacina, aceasta trebuie

divizata si se creeaza o noua radacina.
Divizarea radacinii
e Se creeaza un nou nod vid, care va fi noua radacina.

e Se leaga vechea radacina ca descendent al noii radacini.

e Se realizeaza operatia de divizare.
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3. Inaltimea unui B-arbore creste doar prin divizarea radacinii.

Exemplu pentru inserarea cheii P in B-arborele din figura cu t = 2.

[D]H R[U[X

[ale] [ele] [a]r] [NJo] [s]T][vw[[v]Z]

Cautarea incepe de la nodul radacina. T.rad.n = 1, iar T.rad.chei[l] < P, deci trebuie
coborat la descendentul T.rad.copii[2]. Dar Se observa ca T.rad.copii[2].n = 2t — 1 = 3, deci

nodul este plin. Inainte de a continua, nodul T.rad.copii[2] trebuie divizat. Se obtine arborele:

[D]H

(ale] [e]c] []e] [NJof [s]T][v]w][¥]z]

Acum T.rad.chei[l] = M < P si T.rad.chei[2] = U > P, deci se coboara la descendentul
x1 = T.rad.copii[2].

Avem: zy.n = 1,z1.chei[l] = R > P, deci se coboara la nodul xo = x;.copii[l], care este
frunza. zo.m = 2 < 2t — 1, deci nodul nu este plin si se poate insera P pe pozitia potrivita.

Rezulta arborele:

[D]H

(a[B] [e]c] i) [nJolp|[s]r][v]w][v]Z]

'fbD/O‘ Se considera arborele din exemplul anterior dupa ce a fost inserata cheia P.

Inserati in acesta in continuare cheile 7, K si F.

Eliminarea unei chei

Eliminarea unei chei dintr-un B-arbore este ceva mai delicata decat insertia, deoarece uneori
trebuie eliminata si o cheie dintr-un nod intern. Stergerea pur si simplu a unei chei dintr-un

nod intern ar avea insa ca urmare reducerea numarului de chei din nod si deci ar trebui redus
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numarului de copii ai nodului respectiv, ceea ce nu se poate. Astfel devine necesara o rearanjare
a cheilor si a nodurilor in arbore. In plus, la eliminarea unei chei, trebuie avut grija ca numarul
de chei dintr-un nod sa nu devina mai mic decat ¢ — 1. Ceea ce inseamna ca nu se poate pur
si simplu extrage o cheie dintr-un nod cu t — 1 chei. Aceste probleme se rezolva prin operatii

de rotatie si prin fuziuni.
Rotatia intr-un B-arbore

Se considera nodul z.
e O rotatie la dreapta in jurul cheii k = x.cheil]:

— muta ultima cheie a fiului y; = z.copii[i] in nodul z in locul cheii k
— muta cheia k pe prima pozitie in nodul y;1 = x.copiifi + 1]
— muta ultimul fiu al lui y; ca prim fiu al lui y;14.
e O rotatie la stanga in jurul cheii k = z.cheili]:
— muta prima cheie a fiului y; 11 = x.copii[i + 1] in nodul z in locul cheii k
— muta cheia k pe ultima pozitie din nodul y; = x.copiili]

— muta primul fiu al lui y;1; ca ultim fiu al lui y;.

Exemplu de rotatie la dreapta in jurul cheii P din radacina

X

Y1CGM/—\ T[X|Y2

(alBl[ple|Flly[k]L{[N[o][Q[R]s|u[v][Y]Z]

]

Yi|C|G PIT|X]| Y2

[alBl[ple|F|[y[k]L][N]o]lQ[R|s|uv][Y]z]

Fuziunea a doua noduri vecine intr-un B-arbore

O fuziune nu poate fi realizata decat intre doi frati vecini, fii ai aceluiasi nod z, si care au

ambii exact t — 1 chei. De asemenea, parintele x trebuie sa aiba cel putin ¢ chei. Se considera



170 CAPITOLUL 6. STRUCTURI DE DATE AVANSATE

nodul z, iar descendentii care fuzioneaza sunt y = x.copii[i| si z = x.copii[i + 1]. Fuziunea lui
y cu z presupune reunirea celor doud noduri intr-unul singur, iar cheia z.cheili] coboara din
nodul z in noul nod rezultat pe pozitia aflata intre cheile lui y si cele ale lui z.

Aceasta operatie este reprezentata grafic in figura 6.3.

Configuratia inainte de fuziune

X X2 Xi-1 Xj X1 Xnx

Y1 Y2 Y1 Z Zyy

Configuratia dupa fuziune

X, X, X1 Xisp | e Xnx

Y1 Y2 Ye Xj Z Zpy

Figura 6.3: Fuziunea a doua noduri vecine. S-au notat prin xp = x.copiilk], yr = y.copiik] si
2, = z.copiilk].

Observatii:
e Inaltimea unui arbore se micsoreaza atunci cand radacina are doi fii care fuzioneaza.

e O fuziune se poate realiza doar daca parintele nodurilor care fuzioneaza are cel putin ¢
chei. Din acest motiv, la fel cum, in timpul inserarii, pe parcursul cautarii nodului in
care se va insera cheia, toate nodurile pline intalnite sunt divizate, in cazul eliminarii unei
chei, pe parcursul cautarii acesteia, inainte de a cobori la un descendent, trebuie sa ne

asiguram ca acel descendent are cel putin ¢ chei.

Exemplu de fuziune. a) Nodurile care urmeaza sa fuzioneze Impreuna cu

cheia M a radacinii; b) Arborele dupa fuzionare; ¢) Rezultatul dupa eliminarea

radacinii vide.

[alB][ple[F[sk]L][Q[R]s][u]v][v]Z]
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Radacina e vida
si va fi stearsa

[clamlT]x]

[alsf[pElr]ly]x]L[eRrR]s|[u]v][y][z]

Arborele rezultat
Noua radacind |C] G|M|T1X[

(als][plEfrfly]x]Lj[Q[R]s][ulv]|[y]Z]

Algoritm de eliminare a unei chei dintr-un B-arbore

Eliminarea chei k£ din B-arborele T' cu gradul minim ¢ va fi tratata in mod recursiv. Se
porneste de la radacina si se coboara in arbore pana la intalnirea nodului ce contine cheia k.
Notam cu x nodul curent. Pe parcurs ne asiguram ca orice nod in care se coboara are cel

putin ¢ chei.

Cazul I: x este frunza si k este cheie a lui . Din faptul ca s-a avut grija ca nodurile in
care se coboara sa aiba cel putin ¢ chei, x are cel putin ¢ chei, deci pur si simplu se extrage

cheia k£ din nodul 2 si se incheie algoritmul.

Cazul II: z nu este frunza si k = z.cheili]. Atunci:

(a) Daca y = x.copiili] (copilul care il precede pe k) are y.n > t atunci se cauta k' predece-
sorul lui k& in subarborele de radacina y, se sterge recursiv &’ din subarborele de radacina

y si se inlocuieste k cu k' in x.

(b) Altfel daca y = z.copii[i + 1] (copilul care ii urmeaza lui k) are y.n > t atunci se cauta
k" succesorul lui k in subarborele de radacina y, se sterge recursiv k” din acest subarbore

si se inlocuieste k cu k" in z.

(c) Altfel - adica ambii copii aflati de o parte si de alta a lui k au exact t — 1 chei - atunci:
se realizeaza o fuziune intre cei doi copii z.copiili] si x.copii[i + 1]. Astfel se obtine un
nou nod, care va contine cheia k. Aceasta se sterge recursiv din noul nod obtinut prin

fuziune.

Cazul III: x nu este frunza si k nu este cheie a lui z.

Atunci se determina i astfel incat x.cheifi — 1)< k < x.chei[i]. Rezulta faptul ca trebuie cautata
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cheia k in subarborele de riadicing x.copiili]. Inainte de a cobori la fiul z.copiii] al lui 2 trebuie

sa ne asiguram ca acest fiu are cel putin ¢ chei. Daca z.copiili] are doar t — 1 chei atunci:

(a) Daca x.copiili] are un frate vecin cu cel putin ¢ chei se realizeaza o rotatie astfel incat o
cheie din acel frate sa urce la parintele z si o cheie din z sa coboare la nodul z.copii[i].

Apoi se sterge recursiv k din z.copii[i].

(b) Daca ambii frati vecini (sau singurul, daca exista doar un frate vecin) au t — 1 chei, trebuie
realizata fuziunea lui z.copiili] cu unul dintre acesti frati. Apoi se sterge recursiv k din

nodul rezultat prin fuziune.
Apoi se sterge recursiv k din z.copii[i].

Exemplu Consideram arborele din figura cu ¢t = 3.

C|G P|IT|X
J

[a[B][p]e]F]|

(k][] [N[o][e[R]s]u]v][v]Z]

Se sterge cheia G se porneste de la radacina G < M si suntem in cazul III. Trebuie coborat
la primul copil. Acesta insa are exact t —1 = 2 chei. Fratele drept al acestui nod are t chei, deci

suntem in cazul III (a) = rotatie la stanga in jurul cheii M din radacind. Se obtine arborele:

L

[a]B][p[E[F]]

[x[L][n[o][e[R]s]u]v][¥]z]

Acum se coboara la nodul x care contine cheile C, G, M. Se observa ca acesta nu e frunza,
dar contine cheia G = z.chei[2] si ambii fii x.copii[2] si x.copii[3] au t chei, deci pot aplica cazul

IT (a) = caut predecesorul lui G, care este F. Inlocuiesc G cu F si sterg F din fiul x.copii[2].

N N\

(afB][p]e] [s]k[L][N]o] [Q[R[s]U[V][Y]Z]

Se obtine arborele:
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Se sterge cheia B: se porneste cu x = T.rad, se compara B < z.chei[l] = se studiaza fiul
x.copii[l]. Acesta are t chei = x = x.copii[l].

Se observa ca In acest moment B < x.chei[l] = C' = se studiaza fiul z.copii[l]. Acest fiu
nu are decat ¢t — 1 chei, iar singurul sau frate are tot ¢ — 1 chei = suntem in cazul III (b) =

trebuie realizata o fuziune intre x.copii[l] si x.copii[2]. Se obtine arborele:

F T|X

\

[als[c[plej[[k[L][N[o][e[R[s]lu]Vv][¥]Z]

Se coboara acum la x = x.copii[l] care este frunza si se sterge cheia B din nod. Rezulta

arborele:

\

[alc|ple] Ix[L][NJo][Q[R]s|[u]v][¥]z]

Se sterge cheia X: se porneste de la radacina x = T'.rad. X > x.chei[l] = se studiaza
fiul z.copii[2]. Acesta are doar ¢t — 1 chei. Unicul frate al sau are tot ¢ — 1 chei = fuziune.
Radacina initiala ramane fara nici o cheie, deci se sterge si noua radacina va fi nodul rezultat

in urma fuziunii. Rezulta arborele:

[Fm]r[T][Xx]

[alclpleJlofrfur] [n]Jo] [Q[r[s|[ufvV][v]z]

Cheia X se gaseste in radacina si ambii fii, de o parte si de alta a lui X au exact ¢t — 1 chei

= fuziune. Se obtine:

[Ffm]Pp]T |

[alc]pfe]lsfrfr]{~n]olle[rls|[Uu]V]x][v]Zz]

Acum se poate sterge X din frunza care il contine si se obtine:
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[Flm[p[T]

[alc]ofe][sfxfr][~n]ofle[r]s][u]vVv]v]z]

Complexitate: Operatiile intr-un B-arbore presupun cautare in interiorul unui nod, care
este O(t) precum si coborare in arbore, care depinde de inéltimea h, deci este O(log, n). Astfel
complexitatea este O(tlog,n). Pentru ¢ mare, poate fi utilizata cautarea binara intr-un nod,
astfel scade complexitatea acestei operatii la O(log, t).

Algoritmii in pseudocod pentru operatiile intr-un B-arbore pot fi gasiti in [4].

I.*"? Sa ne reamintim...

e Un B-arbore este o generalizare a unui arbore binar de cautare.

e Fiecare nod poate sa contina mai multe chei, numarul minim si maxim de

chei dintr-un nod depinzand de gradul minim ¢ al arborelui.

e Intr-un B-arbore cheile sunt ordonate astfel incat sa permita o cautare

similara cu cea dintr-un arbore binar de cautare.

e Inaltimea unui B-arbore este de ordinul

1
h <log, (n;— )

unde n este numarul de chei stocate in arbore.

6.1.5 Rezumat

In aceasta sectiune au fost prezentati B-arborii impreuna cu proprietatile lor.
S-a explicat modul de insertie bazat pe divizarea nodurilor, precum si stergerea

unei chei, care are la baza procesul invers, al fuziunii, si anume divizarea.

6.1.6 Test de autoevaluare

1. Desenati toti B-arborii cu t = 2 si t = 3 care contin exact cheile A, B,C, D, E.

2. Inserati intr-un B-arbore cu ¢ = 2, initial vid, cheile: 10,20,5,6,12,30,7,17 (in aceasta
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ordine).

3. Explicati de ce cautarea intr-un B-arbore este mai eficienta decat intr-un arbore binar

atunci cand datele sunt stocate pe disc.

4. Determinati numarul maxim de chei care pot fi stocate intr-un B-arbore, cu gradul minim

t = 3 de inaltime h = 4, care are exact 2 chei in radacina.

5. Scrieti un algoritm pseudocod pentru determinarea succesorului unei chei intr-un B-

arbore.

6. Scrieti un algoritm pseudocod pentru afisarea cheilor unui B-arbore in ordine crescatoare.

6.1.7 Raspunsuri la testul de evaluare a cunostintelor

1. Desenati toti B-arborii cu ¢t = 2 si ¢t = 3 care contin exact cheile A, B,C, D, E.

Rezolvare: B-arborii cu ¢ = 2, care contin exact cheile cerute sunt cei din figura:

5] D]
[c[ple| [a[B] [p[E] [a]B]C]

B|D
% [ (8

2. Inserati intr-un B-arbore cu ¢t = 2, initial vid, cheile: 10,20,5,6,12,30,7,17 (in aceasta

ordine).
Rezolvare: Initial arborele este vid. Se creeaza o noua radacina, care este si frunza si in
care au loc primele trei chei:

t=2
Insert(10) Insert(20) Insert(5)

[ 10 | [ 102 | [51020]

La insertia cheii 6 radacina este plina, deci trebuie divizata:

t=2 .
radacina noua 10
Insert(6) - -

nodul plin
trebuie divizat
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=2
Insert(12) Insert(30) Insert(7)
[122030] [5 7] [122030]

Pentru inserarea cheii 17, trebuie coborat la stanga cheii 10 a radacinii, dar nodul este

plin, deci trebuie divizat.

t=2
Insert(17)

nodul este plin 10 10 20

N divizare N
Oz EO RN ED
\Vj

S-a obtinut arborele final.

Explicati de ce cautarea intr-un B-arbore este mai eficienta decat intr-un arbore binar

atunci cand datele sunt stocate pe disc.

Rezolvare: Intr-un arbore binar de ciutare, fiecare nod contine o singura cheie si are
cel mult doi fii. Astfel, In cel mai bun caz, la fiecare pas domeniul de cautare se reduce la
jumatate. Complexitatea este dependenta de inaltimea arborelui, care, pentru un arbore
balansat, este O(log,n).

In schimb, un B-arbore permite ca fiecare nod si contina mai multe chei si sa aiba mai
multi fii, ceea ce reduce considerabil numarul de noduri accesate pe parcursul cautarii.

Adéancimea unui B-arbore este O(log, n), unde t reprezinta ordinul arborelui.

Determinati numarul maxim de chei care pot fi stocate intr-un B-arbore, cu gradul minim

t = 3 de inaltime h = 4, care are exact 2 chei in radacina.

Rezolvare: Pentru un B-arbore cu gradul minim ¢ = 3 avem:

e numarul minim de chei permis intr-un nod (in afara de radacina): ¢ — 1 = 2;
e umarul maxim de chei Intr-un nod: 2¢ — 1 = 5.
Numarul maxim de chei Ny. se obtine atunci cand pe fiecare nivel avem un numar

maxim de noduri si fiecare nod este umplut la capacitatea maxima (5 chei). Fiecare

nod cu cate 5 chei, care nu este frunza, are 6 copii. Astfel, numarul maxim de copii
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de pe nivelul k£ + 1 este 6x numarul de copii de pe nivelul k. Exceptie face numarul de

copii de pe nivelul 1, deoarece in radacina avem doar doua chei, deci pe nivelul 1 avem 3 fii.

Obtinem o distributie a nodurilor si cheilor pe niveluri pentru numarul maxim de chei

pentru B-arborele din cerinta, ca in tabelul urmator.

Nivel | Numar noduri | Chei pe nod | Chei totale pe nivel
0 1 2 (din cerinta) 2
1 3 5 15
2 3x6=18 5 18 x 5 =190
3 18 x 6 = 108 5 108 x 5 = 540
3 108 x 6 = 648 5 648 x 5 = 3240
Total 778 - 3887

Numarul maxim de chei in B-arborele din cerinta este deci Ny.x = 3887

5. Scrieti un algoritm pseudocod pentru determinarea succesorului unei chei intr-un B-

arbore.

Rezolvare: Succesorul unei chei k este cheia imediat urmatoare lui k& in ordinea sortata

a cheilor din B-arbore. Parametrii algoritmului sunt nod care contine cheia la pozitia i:

e Daca nod este intern, succesorul este minimul din subarborele nod.copii[i 4 1].

e Daca nod este o frunza si i < nod.n, atunci succesorul este nod.chei[i + 1].

e Daca nod este frunza si ¢ = nod.n, succesorul se cauta printre stramosii nodului.
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Algoritm: B-SUCCESOR

Input: Nodul curent nod, indicele i al cheii pentru care se cauta succesorul

Output: Perechea (nod, ), reprezentand nodul ce contine succesorul dorit si indicele
acestuia.

start

daca nod = nil atunci
| returneaza((nil,0))

sfarsit_daca
daca nod. frunza = adevarat atunci

daca i < nod.n atunci
| returneaza((nod, (i+1)))

sfarsit_daca

parinte = nod.parinte

cat_timp parinte # nil executa
pentru k = 1, parinte.n executa

daca parinte.copii[k] = nod atunci
| returneaza((parinte, k))

sfarsit_daca
sfarsit_for

nod < parinte

parinte < nod.parinte
sfarsit_cat_timp

returneaza((nil,0))
sfarsit_daca

altfel
CITESTE-DISC(nod.copii[i + 1])

returneaza((B — MINIM (nod),1))
sfarsit_daca

stop
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Algoritm: B-MINIM

Input: Nodul curent nod
Output: Nodul ce contine minimul din subarborele de radacina nod
start

daca nod = nil atunci
| returneaza(nil)

sfarsit_daca

cat_timp nod. frunza = fals executa
| nod + nod.copii[l]

sfarsit_cat_timp

returneaza(nod)
stop

6. Scrieti un algoritm pseudo-cod pentru afisarea cheilor unui B-arbore in ordine crescatoare.

Rezolvare:

Algoritm: B-AFISARE

Input: Nodul curent nod
start

daca nod = nil atunci
| return

sfarsit_daca
daca nod. frunza = false atunci

pentru i = 1, nod.n executa
scrie(nod.cheili])

CITESTE-DISC(nod.copiili])

B — PRINT (nod.copiili))
sfarsit_for
CITESTE-DISC(nod.copii[nod.n + 1])
B — PRINT (nod.copii[nod.n + 1))
sfarsit_daca

altfel

pentru ¢ = 1,nod.n executa
| scrie(nod.cheili])

sfarsit_for

sfarsit_daca

stop
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6.2 Unitatea de invatare 2 - Arbori Quad

_% 6.2.1 Introducere

Arborii quad [6, 14] sunt structuri de date ierarhice care au la baza un princi-
piu de descompunere recursiva a spatiului de tip diwide et impera. Denumirea
provine de la faptul ca fiecare nod intern al unui arbore quad are 4 fii.

Arborii quad se diferentiaza dupa:

e Tipul de date pe care 1l stocheaza: puncte, regiuni, curbe, suprafete, vo-

lume.

e Principiul de descompunere: descompunere in parti egale la fiecare nivel
(de exemplu: poligoane regulate) sau descompunere pe baza anumitor

conditii de intrare.

e Rezolutia descompunerii: poate fi fixata dinainte sau poate depinde de

anumite proprietati ale datelor de intrare.

In aceasta unitate de invatare vor fi descrise doua tipuri de astfel de arbori,

arborii quad pentru suprafete si arborii de tip point region.
Q 6.2.2 Obiective

La sfarsitul acestei unitati de invatare studentii vor intelege:

Ce un arbore quad pentru regiuni.

e Cum se construiesc astfel de arbori pentru suprafete concrete.

Cum pot fi identificati vecinii unui nod in arbore.

Ce sunt arborii quad de tip point region.

Ce operatii pot fi efectuate pe arbori quad de tip point region.

Durata medie de studiu individual

Parcurgerea de catre studenti a acestei unitati de invatare se face in 3 ore.

6.2.3 Arbori quad pentru regiuni

Un arbore quad pentru regiuni se utilizeaza in general pentru partitionarea spatiului bi- sau

tridimensional in regiuni, conform unui anumit criteriu de descompunere.
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Exemplu partitionarea unei imagini digitale binare (stanga sus) in regiuni de

culoare uniforma, conform algoritmului Split and Merge. Rezultatul final este

cel din dreapta jos.

||
315] g |-SE

Ideea principala a etapei de descompunere - split - este aceea de a descompune recursiv suprafata
patrata curenta in patru suprafete patrate de dimensiuni egale, pana cand se ajunge la suprafete
uniforme. Se considera pentru aceasta imagini de dimensiune 2" x 2". Arborele quad cores-

punzator este:

W
N &
A < e N

<~/ % S & = S

g\ & e\ ) S 55 NG
[000] 30 [100][110] |0 sis] B BN [s8

QA &, N JX & A
& Q % £ A &

% e S e I B Yy VH e H 0

030] [ERY [032] [033 132 [ 133 JEY| 211 212 213 || 221 222 f 223 310 ) 311 320321 322 |5

Codurile asociate frunzelor vor fi explicate la sfarsitul sectiunii.
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Observatii:

e Structura patrata pentru partitionarea unei regiuni este cea mai simpla, dar exista si
alte tipuri de descompuneri: triunghiuri echilaterale, triunghiuri dreptunghice isoscele,

hexagoane regulate.

e Arborii quad cresc viteza de executie a anumitor algoritmi pe imagini, suprafete, structuri
geometrice, dat fiind ca majoritatea acestor algoritmi se reduc la o parcurgere, de obicei

in preordine, a arborelui quad asociat.

e In diferite situatii - de exemplu etapa de unire a regiunilor vecine uniforme - este necesara

identificarea vecinilor unui anumit nod.

Adiacenta si vecinatate

Doua regiuni se numesc vecine, daca sunt adiacente. Adiacenta in spatiu nu inseamna
neaparat o relatie simpla in cadrul nodurilor corespunzatoare din arbore. De exemplu, in
suprafata binara din exemplul anterior regiunile 211 si 033 sunt adiacente, dar in cadrul ar-
borelui quad corespunzator nodurile respective nu sunt nici in relatia de parinte-fiu, nici in
relatia de frate-frate. Se pune deci problema gasirii in arbore a doua noduri, care pe suprafata

bidimensionala reprezinta regiuni vecine.

Fiecare nod al unui arbore quad corespunde unei regiuni/unui bloc din imagine. Fiecare
bloc are 4 laturi si 4 colturi.
Notatii:

e Cele patru laturi ale unui bloc: N (nord), S (sud), E (est), V' (vest).

e Cele patru colturi: NV, NE, SV, SE

Adiacenta: spunem ca doua blocuri P si @) disjuncte sunt adiacente dupa directia D (D =
N,S,E,V,NV,NE,SV,SE), daca

e P are o parte din latura de pe directia D comuna cu Q.

e Coltul din directia D al blocului P este adiacent cu coltul opus al blocului Q.

Exemplu pentru adiacenta intr-un arbore quad. Se considera figura 6.4: Atunci

blocul F' este vecin la E cu blocul G, iar blocul 38 este NE adiacent cu blocul
H.
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F G
B
H I
37|38
] N 0
3940
57|58
L M Q
a) 59|60

Figura 6.4: a) Suprafata descompusa in zone patrate uniforme; b) Arborele quad corespunzator

Probleme

(1) Determinarea vecinilor care sunt adiacenti cu intreaga latura a unui anumit bloc - de
exemplu in figura 6.4, blocul I la V' cu blocul H, sau blocul 37 1la V' cu blocul J. In acest
caz problema se reduce pentru un anumit bloc P la determinarea celui mai mic bloc cu

latura mai mare sau egala cu cea a lui P si care este adiacent cu P dupa directia D.

(2) Determinarea acelor vecini care sunt adiacenti numai cu un segment din latura unui
anumit bloc - de exemplu in figura 6.4 blocul 57 la V' cu blocul M. In acest caz vecinul

cautat trebuie specificat prin informatii suplimentare

In continuare prezentam tipurile de cereri care pot fi efectuate asupra unui quad-tree pentru

determinarea de vecini [15, 14, 13].

Notatii:
e (7 ="greater then or equal”
e (' = "corner”
e S = "side”

e N = "neighbor”
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Cereri

(1) GSN(P,D) = cel mai mic bloc adiacent cu latura din directia D a blocului P si care are

latura mai mare sau egala cu latura lui P.
(2) CSN(P,D,C)= cel mai mic bloc care este adiacent cu latura D si coltul C' al nodului P.

(3) GCN(P,C) = cel mai mic bloc adiacent cu P si aflat de partea opusa a coltului C' al
blocului P si care are latura mai mare sau egala cu latura lui P. Atentie: acest bloc

trebuie sa intersecteze suprafata determinata de coltul opus al coltului C.

(4) CCN(P,C) = cel mai mic bloc aflat de partea opusa a coltului C' al blocului P. si
in acest caz este obligatoriu ca blocul astfel determinat sa se intersecteze cu suprafata

determinata de coltul opus coltului C' al lui P.

AN [ Exemplu: In figura 6.4:

GSN(J,N)= B; GSN(N,V) = K (care se descompune in blocurile 37, 38, 39,
40).

CCN(58,NV) = N; CCN(59, NE) = 58.

CSN(J,E,SE) =39; CSN(Q,V,NV) = 58.

GCN(J,NE)= B NU 37; GCN(B,SE) = EF; GCN(58, NV) = N.

Observatii:

e GSN,CSN, GCN, CCN nu definesc relatii 1 - la - 1. Pot exista mai multe blocuri care
au acelasi vecin: GSN(H,E) = B si GSN(F,E) = B.

e Relatiile de vecinatate astfel definite nu sunt neaparat simetrice: GSN(H, E) = B, dar
GSN(B,V)=_C.

e Un bloc care nu se afla pe marginea imaginii are minim 5 vecini. Acest lucru poate fi

dedus din urmatoarele observatii:

— Un bloc nu poate fi adiacent cu doua blocuri de dimensiuni mai mari aflate pe directii

opuse (vezi blocul 37, fig. 6.4).

— Un bloc poate avea doar doi vecini de latura mai mare, aflati pe directii care nu sunt
opuse (ex: vest si nord). Pe celelalte doua laturi si pe un colt mai sunt vecini mai

mici sau egali ca dimensiune. (vezi fig. 6.4).
e Un nod are maxim 8 vecini (de dimensiuni mai mari sau egale).

In continuare vor fi considerate doar cererile GSN si GON.
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Determinarea vecinilor adiacenti dupa o directie verticala / orizontala

Problematica: determinare unui bloc @ vecin al lui P, Q = GSN(P, D).

Idee generala este aceea de a urca de la nodul P catre primul stramos comun cu @), iar apoi

de a cobori de la acest stramos comun catre ().

Observatii:
e Daca directia D = F/, cautam vecinul de la E, deci P se afla pe ramuri SV sau NV fata

de stramosul comun.

e Daca directia este D =V, cautam vecinul la V' deci P se afla pe ramuri SE sau NE fata

de stramosul comun.

e Daca directia D = N, cautam vecinul de la N, deci P se afla pe ramuri SV sau SE fata

de stramosul comun.

e Daca directia D = S, cautam vecinul de la S, deci P se afla pe ramuri NV sau NE fata

de stramosul comun

Stramosul comun se obtine cand se urca de la nodul curent catre parinte pe o ramura ce nu

contine directia de cautare!

Exemplu: In figura 6.4 considerim GSN(N,V) = K. Se observi ci se urci
de la N catre E, N fiind descendentul NV al lui E. Apoi de la F spre A, FE

fiind descendentul SE al lui A. In acest moment subarborele care il contine pe

K se afla la EST fata de nodul curent, care este chiar radacina. Deci vecinul
de la VEST va fi pe una dintre ramurile NV sau SV ale lui A. Coborarea in
arbore catre vecinul cautat se face pe ramuri simetrice fata de directia D relativ
la ramurile pe care s-a facut urcarea catre A.

Atentie: urcarea s-a facut pe ramurile NV, SE, iar simetria este D =V, deci
ramurile simetrice vor fi SV (simetricul lui SE fata de verticald) si NE (si-

metricul lui NV fata de verticala) si se observa ca se ajunge la vecinul cautat K.

Exemple: de determinare a vecinilor cu algoritmul GSN in figura 6.4:

1. GSN(39, N): Stiva = (), nod = (39), parinte = (K), 39 = K.SV, D = N.

Deci ramura de urcare nu contine N = stramosul comun este chiar K = se

opreste bucla cat timp.
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Se plaseaza pe stiva simetricul lui SV fata de orizontala = Stiva = (NV) =
cobor din K pe ramura NV si ajung la nodul 37.

Din imagine se vede clar ca s-a determinat vecinul dorit.

2. GSN(59,V): Stiva = 0, nod = (59), parinte = (P), (59) = (P).SV, D=V
Deci ramura de urcare contine directia V' = plasez pe stiva simetricul lui SV
fata de verticala = Stiva = (SE)

In plus nod = (P), parinte = (E) (P) = (E).SV, deci ramura de urcare contine
V = Stiva =(SE, SE).

In plus nod = (E), parinte = (A) si (E) = (A).SE. Nu mai contine directia
= ne oprim din ciclare.

In plus se pune pe stivia SV, deci Stiva = (SV,SE,SE).

De la radacina se coboara pe ramurile din stiva: A.SV = D, D.SE = M dar

M este frunza deci ne oprim si vecinul cautat este M. Procesul este ilustrat in

figura de mai jos:

S = stramos

GSN(59,V) =M
F G
B
H I
3738
J N 0
39140
L 57|58 o
60

Determinarea vecinilor diagonali

Problematica: determinare unui bloc @ vecin al lui P, Q = GCN(P, D1D,), D; € {N, S},
Dy, e {E,V}.

Idee generald: caut un nod stramos al lui P vecin orizontal / vertical cu un nod stramos
al nodului cautat. Acest lucru se realizeaza dupa cum urmeaza, considerand perechile de arce
complementare: (NV,SE)(NE,SV):

e se urca de la nodul curent spre parinte, pana cand nodul se afla pe partea DDy # D3 Dy

a parintelui. Acest parinte devine nodul curent pe care 1l notam cu Q.
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e daca D; # Ds si Dy # D, atunci @) este stramos comun si tot ceea ce trebuie facut este,
sa se coboare din () pe arce complementare cu cele pe care s-a urcat, adica daca s-a urcat

pe arc SV se coboara pe arc NFE, daca s-a urcat pe arc SE se coboara pe arc NV, etc.

e altfel

— daca D, # D3 atunci caut vecinul R lui @ dupa directia Dy cu algoritmul R =
GSN(Q, D), R va deveni nodul curent.

— altfel daca D2 # D, atunci caut vecinul R lui @ dupa directia D; cu algoritmul
R =GSN(Q, D;), R va deveni nodul curent.

— Din nodul R obtinut astfel se coboara pe arce complementare cu cele pe care s-a

ajuns la Q).

Exemple: de determinare a vecinilor folosind algoritmul GCN pentru arborele
din figura 6.4:

1. GCN(57,NV):

e se urca la parintele P pe ramura NV egala cu directia din apel, deci se continua la
parintele lui P, E, pe ramura SV # NV

e Dar Dy =N, Dy =V i D3=S5, Dy=V,deci Dy # D3 si Dy = Dy Q = E, rezulta
cautarea vecinului R al lui @), dupa algoritmul GSN(E, V), adica se urca la parinte,
cat timp ramura de urcare contine V. Ramura de urcare de la F la A este SFE, care

nu il contine pe V, deci algoritmul se opreste.

e Se mai urca o data. Parintele este A = radacina. Acum se coboara conform algorit-

mului GSN pe ramura SV, adica la D, care este vecinul la V" al lui F.

e Acum, conform algoritmului GCN se coboara pe o ramura opusa a lui SV, adica

NFE si se ajunge la K. De aici se coboara pe ramura SFE si ajunge la 40.

e Din figura urmatoare se observa ca s-a obtinut exact vecinul cautat.
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GCN(57,NV) =40 stramos
comun
Xy caut frate
Fol G & X GSN(E,V)
B
Wl o]

& /Mg
P ]
L Q
w\Qg ;1@ (I)d()f‘

2. GCN(38, NE):

e Se urca la parintele K pe o ramura N FE, egala cu directia de apel, deci se continua
urcarea la parintele lui K, D, pe o ramura NF, tot egala cu ramura de apel. Se
urca la parintele lui D, care este radacina A, pe o ramura SV # NE, cu D; = N,
Dy=FE D3=S5 Dy=1V.

e Deci Dy # D3 si Dy # Dy. S-a ajuns la un parinte comun al lui 38 cu vecinul cautat.
Se coboara acum pe ramurile NE la C'si SV la H. Nu mai exista descendenti pentru

H, deci algoritmul se opreste, iar H este vecinul cautat (vezi figura anterioara).

Aplicatii: algoritmul Split and Merge de segmentare pentru imagini digitale.

Quadtree liniar

Principala problema a implementarii clasice a unui arbore quad, adica folosind o structura
de pointeri, in cazul unei imagini, este numarul mare de noduri interne necesare. De fapt, in
aplicatii reale, in cazul imaginilor se utilizeaza o structura de date numita arbori quad liniari -
Linear Quadtrees - care reprezinta de fapt lista frunzelor in parcurgerea de la stanga la dreapta.
Fiecare frunza este o structura de tip nod, care contine un camp pentru culoare, un camp pentru
nivelul la care se afla in arbore si un cod unic in baza 4.

Codul fiecarei frunze este alcatuit prin interclasarea codurilor binare ale coordonatelor y
si x ale pixelului din coltul stanga-sus al blocului din imagine reprezentat prin frunza. Codul
binar obtinut prin interclasarea celor doua coduri este transformat intr-un cod in baza 4 prin
gruparea cifrelor binare doua cate doua intr-o cifra din baza 4. Algoritmul presupune imagini

de dimensiuni 2" x 2" [2, 17].
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coordonatele y, x ale coltului stanga sus:

e ale blocului B: sunt 0, 0, in binar pe trei pozitii y = 000, z = 000. dupa interclasare codul
este 000000. Grupand doua cate doua cifrele binare si transformand in baza 4 obtinem
codul 000

e ale blocului F: sunt 0,4, in binar pe trei pozitii y = 000, z = 100. dupa interclasare codul
este 010000. Grupand doua cate doua cifrele binare si transformand in baza 4 obtinem
codul 100

A

Arborele liniar asociat a) si arborele desfasurat b) sunt prezentate in figura urmatoare. In

partea stanga a figurii sunt marcate codurile fiecarei frunze.

[ | o [Em[Bm > |22 |21 B o oo [ oo [ [ B
a)
000
NV 3 Sp Sk
[000] 100 200 300
g%
S/ e\ S e Y0 2 \e
100] [uo] FEN EEY [200 ] BN B [0
A S5\
b) 20 B BH BE ) B B [

Determinarea vecinilor intr-un arbore quad liniar

e calculul codului unui vecin: este relativ simpla determinarea codului unui vecin de pe

acelasi nivel de descompunere, de exemplu, pentru un anumit nod vecinii de pe acelasi
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nivel care au acelasi parinte au codul in care difera doar cifra corespunzatoare nivelului

respectiv.

e cautarea in lista de frunze: nu este obligatoriu sa existe un vecin pe acelasi nivel,
de exemplu, blocul cu codul 210 nu are la nord vecin pe acelasi nivel de descompunere,
ci doar pe un nivel superior. Rezulta ca, dupa calculul codului corespunzator vecinului,

acesta trebuie cautat 1n lista de frunze.

6.2.4 Arbori quad de tip Point Region (PR)

0 32 48 64 96 128

p,°

N 1
: : [e}
64 -
80 Py
P (o]
96 A
128 :

Figura 6.5: a) Suprafata pentru care se realizeaza impartirea in regiuni impreuna cu 5 puncte.
b) Arborele PR corespunzator.

Arborii quad de tip point-region iImpart o suprafata patrata in mod similar cu arborii quad
pentru suprafete/imagini, cu deosebirea ca Impartirea nu se realizeaza pe baza proprietatilor

suprafetei, ci pe baza unui set de puncte plasate pe suprafata data [15].

Idee generala: se considera o suprafata bidimensionala cu coordonatele (z,y) in domeniul
[0, dim] x [0,dim] si n puncte P; = (z;,y;), i = 1n plasate pe aceastd suprafata.
Suprafata se imparte recursiv in patru suprafete egale, pana cand fiecare frunza contine cel

mult unul dintre punctele P;. Un exemplu este prezentat in figura 6.5.

Cautarea unui nod

Se doreste cautarea nodului in care s-ar afla punctul P de coordonate P.x si P.y, daca acest
punct ar exista pe suprafata data. Daca se considera nodul curent Z la care s-a ajuns in arbore,
notam cu Z.stanga — sus coltul stanga sus al suprafetei reprezentate de Z si cu Z.dreapta — jos
coltul dreapta jos al acestei suprafete. Pe baza coordonatelor acestor colturi poate fi stabilit

cadranul in care ar trebui sa se afle punctul P si deci, pe ce ramura trebuie coborat in arbore.
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Algoritm: PR-CAUTA
Input: Un arbore PR T, cheia cautata P.

Output: Pointer catre nodul Z care ar putea contine P sau nil
start

daca (P.x < 0 sau P.x > T.dreapta_jos.x sau P.y < 0 sau P.y > T.dreapta_jos.y) atunci
| returneaza(nil)

sfarsit_daca

cat_timp Z # frunza executa
mijloc, = (Z.dreapta_jos.x + Z.stanga_sus.z)/2

mijloc, = (Z.dreapta_jos.y + Z.stanga_sus.y)/2

daca P.x < mijloc, si P.y < mijloc, atunci
| Z+ ZNV

sfarsit_daca
altfel

daca P.x > mijloc, si P.y > mojloc, atunci
| Z <+ Z.SE

sfarsit_daca
altfel

daca P.x < mijloc, atunci
| Z+ Z.SV

sfarsit_daca

altfel
| Z+ Z.NE

sfarsit_daca

sfarsit_daca

sfarsit_daca

sfarsit_cat_timp

returneaza(Z)
stop

Exemplu: consideram arborele din fig. 6.5, construit pe baza setului de puncte
{(55,67), (80,15), (119, 58), (41,85), (53,117)}. Atunci PR-CAUTA(T, (50,105)):

Z = A nu e frunza = verific in care dintre cele 4 blocuri descendente poate fi gasit P = (50, 105).

0< Pz=50<64

= Z7=28V=D
64 < Py = 105 < 128
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D nu este frunza = verific in care dintre cele 4 blocuri descendente se plaseaza P.

32 < P = 50 < 64
96 < Py = 105 < 128

=7Z=4SE=M

M este frunza corespunzatoare punctului (50,105).

Inserarea intr-un arbore PR

Daca se doreste inserarea punctului P intr-un arbore quad PR, atunci, dupa identificarea frunzei
Z care corespunde punctului P, se verificad daca frunza respectiva contine deja un punct, in exemplul
anterior Ps, dacd nu, atunci se insereaza P in campul informatie. Altfel (cazul exemplului) se sparge
blocul corespunzator frunzei Z in 4 blocuri noi, frunza se inlocuieste cu un nod intern, care are 4 fii,
corespunzatori noilor blocuri obtinute, se plaseaza punctul aflat in frunza Z in acela dintre cei 4 fii noi
care este potrivit si se continua procesul de cautare a unei frunze corespunzatoare lui P, cu eventuale

noi spargeri, daca este necesar.

Exemplu: pentru insertia nodului P = (50, 105) in arborele din figura 6.5 este repre-

zentat in figura:

P=(50,105) O 32 {8 64 96 128

P>

o

64 —5

[oY P
80
112 AAAAAAAAAAAAA )
128 N
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Algoritm: PR-INSEREAZA

Input: Un arbore PR 7', un punct de inserat, dimensiunea dim a hartii.

start

daca punct.x < 0 sau punct.x > dim OR punct.y < 0 sau punct.y > dim atunci
scrie(”in afara hartii”)

return
sfarsit_daca

daca T = nil atunci
aloca memorie pentru nodul X

X.chete < punct

X.stanga_sus < (0,0), X.dreapta_jos < (dim,dim)

X.8V < nil, X.SE <+ nil, X.NV < nil, X.NE < nil, X.parinte < nil
T.rad <+ X

return
sfarsit_daca

X < T.rad

repeta
//alege frunza potrivita pentru punct

Z < PR-CAUTA(X, punct)

daca Z.cheie = nil atunci
| Z.cheie < punct

sfarsit_daca

altfel
sparge nodul Z in 4 noduri Z;, Za, Z3 si Z4

pune Z.cheie in nodul corespunzator
LNV < Z1, ZNE < Zy, Z.5V + Z3, Z.SE < Z,
Z.cheie < nil

Z1.parinte < Z, Zy.parinte < Z, Zs.parinte < Z, Zy.parinte < Z
sfarsit_daca

X7
pana_cand X = frunza;

return
stop

Constructia unui arbore quad PR se poate realiza pe baza unui vector de puncte prin insertii

succesive intr-un arbore initial vid.

Eliminarea unui punct

Pentru eliminarea unui punct P din arbore, se cauta frunza Z corespunzatoare nodului P. Daca

Z nu contine P, atunci P nu exista in arbore si deci nu poate fi sters. Altfel se sterge P din frunza Z.
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Daca fratii lui Z sunt frunze si in blocul reprezentat prin aceste 4 frunze se afla cel mult un punct
@ din multimea de puncte ale PR-arborelui, atunci cele patru frunze se sterg, iar punctul ) se muta

in parintele lui Z, care acum devine frunza.

Aceastd etapa se repetd, pana cand se ajunge la un nod, ai carui descendenti nu sunt cu totii

frunze sau sunt 4 frunze care contin impreuna cel putin 2 puncte.

Algoritm: PR-STERGE
Input: Un arbore PR T un punct P de eliminat.

begin
Z + PR-CAUTA(T, P)

daca Z.cheie = P atunci
Z.cheie <+ nil

Y < Z.parinte
ok < adevarat

cat_timp Y # nil si ok = adevarat executa
/ /verifica daca nodul Y are 4 fii (frunze) care impreuna contin cel mult

//un punct si in caz afirmativ returneaza informatia acelui fiu frunza
//care nu este vid

Info + POATE_FI_UNIT(Y)

daca Info = nil atunci
| ok <+ fals

sfarsit_daca

altfel
Y.cheie < Info

YNV < nil, YNE < nil, Y.SV « nil, Y.SE < nil
Z+Y

Y < Y.parinte
sfarsit_daca

sfarsit_cat_timp

sfarsit_daca

altfel
| scrie(”P nu exista”)

sfarsit_daca

end

Exemplu: de stergere a punctului (50,105) din arborele care contine punctele: {P; =
(55,67), P, = (80,15), Py = (119,58), Py = (41,85), Ps = (53,117), Ps = (50,105)}.
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MERGE

Observatii

3

1. Forma unui PR-QuadTree nu depinde de ordinea in care sunt inserate punctele in arbore.
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2. Daca se insereaza doua puncte foarte apropiate este posibil sa trebuiasca efectuate numeroase
spargeri ale blocurilor, pana se ajunge la separarea celor doua puncte, ceea ce conduce la
cresterea in adancime a arborelui si la introducerea unui numar semnificativ de noduri ce nu

contin nici un punct.

6.2.5 inéltimea unui arbore quad PR

Considerand d = distanta minima intre doud puncte din blocul original si n dimensiunea laturii

acestui bloc, atunci adancimea h a arborelui quad PR corespunzator este:
log,n < h <log, (\@n/d) +1

Demonstratie: evident, daca toate frunzele sunt la aceeasi adancime, h = log, n.
Altfel: cele mai mici blocuri, adica cele mai adanci frunze, se obtin pentru separarea celor mai

apropiate doua puncte dintr-un cadran (fig. 6.6). Presupunem ca aceste doua puncte, P; si Ps, se afla

E&d h

Figura 6.6: Cele mai apropiate doua puncte de la cel mai de jos nivel.

la adancimea h. Parintele din care au provenit se afla la adancimea h — 1 si are dimensiunea laturii

L = n/2"1. Distanta intre P; si P este d si
d < V2n/2h1

De aici rezulta

h—1 < log, (\/in/d) = 1 < log, <\[(2)n/d) +1

Determinarea vecinilor: acelasi algoritm ca si pentru arbori quad.
Exemplu de aplicatie
Se considera un bloc patrat de dimensiune 2" x 2", care reprezinta o harta, pe care se afla am-

plasate m orase. Acestea pot fi reprezentate cu ajutorul unui arbore quad PR. Sa se determine toate

orasele aflate la distanta maxima d fata de un oras dat P.
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Idee de rezolvare: Se parcurge in preordine arborele. Pentru fiecare nod curent X, se verifica

daca poate contine orase la distanta cel mult d de P. Acest lucru poate fi determinat pe baza

coordonatelor colturilor blocului X.stanga_sus si X.dreapta_jos:

Px —d> X.stanga_sus.x si P.y —d > X.stanga_sus.y

si Px +d < X.dreapta_jos.x si Py +d < X.dreapta_jos.y.

In caz afirmativ se continua coborarea pe subarborele de radacina X, altfel se opreste cautarea in acel

subarbore.

Un exemplu de astfel de cautarea este prezentat in figura 6.7.

32

64
80
96

128

32 48 64 96 128
P A |
P B C D E
P od, [ N N) &
PL
P
‘o

Figura 6.7: Cautarea punctelor aflate la distanta cel mult d fata de un punct dat.

=

Sa ne reamintim...
e Un arbore quad este un arbore in care fiecare nod intern are exact 4 fii.
e Arborii quad se folosesc pentru impartirea spatiului bidimensional.

e Arborii quad pentru regiuni stocheaza in fiecare nod o suprafata patrata, iar fiii

reprezinta cele 4 sferturi ale acesteia, dupa partitionare.

e Arborii PR reprezinta partitionarea unei suprafete in functie de o multime de

puncte aflate pe suprafata respectiva.
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6.2.6 Rezumat

In aceasta unitate de invatare au fost prezentati arborii quad si anume arborii

quad pentru regiuni si arborii de tip point region. Au fost prezentate modurile de

partitionare in cazul fiecarui tip de arbore quad, probleme de vecinatate si operatiile

principale.

6.2.7 Test de autoevaluare

1. Se considers arborele quad din imaginea de dimensiune 23 x 23:

W 0|

SV

q q

QY < <
$§@A@ 4@ DTS
5] [ 7] E E 11l l BT 7] [is| [ pol

4 Q
S/ A@% A(%\%% NI

\SX
A%
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2’3%@ bl BB B34 EBbd B BBl bol ]

SE

B> =
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a. Indicati vecinul la V al lui 41. Folositi algoritmul GSN. Pentru verificare desenati si

imaginea corespunzatoare arborelui.

b. Calculati codul in baza 4 corespunzator frunzei 37.

2. Se di urmitoare imagine 23 x 23,
01 2 3 45 6 7

I

Sa se deseneze arborele quad corespunzator obtinut prin partitionarea in suprafete uniforme.

N N R WD = O

Sa se calculeze codurile corespunzatoare pentru frunzele negre.

3. Se considera suprafata de dimensiune 128 x 128, care contine multimea de puncte P = {(20, 45), (45, 60), (100,

Desenati suprafata cu punctele si construiti arborele PR asociat.
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6.2.8 Raspunsuri la testul de evaluare a cunostintelor

1. Se considera arborele quad din imaginea de dimensiune 23 x 23:

W 0| s
SV

S@ <&
N 46\ </ \4
ala 7 E n ll l [ (9 I8 B
<

< < Q Ry
NERY-TAYNS

&
b MR ol B

a. Indicati vecinul la V al lui 41. Folositi algoritmul GSN. Pentru verificare desenati si

imaginea corespunzatoare arborelui.

b. Calculati codul in baza 4 corespunzator frunzei 37.

Rezolvare:

a. Se aplica algoritmul GSN (41, V). Se observa ca la parintele lui 41 se urca pe o ramura de
NV catre nodul 17, deci pe stiva se pune NE. Se continua urcarea spre parintele 4, tot
pe ramura de NV, deci se pune NFE pe stiva. In continuare se va urca pe o ramura de
SFE, deci nu mai apare V si nodul radacina 0 este parintele comun, de la care se va face

coborarea citre vecinul cautat, iar pe stiva se pune SV.
Stiva contine acum: {NE, NE, SV}, unde baza stivei este la stanga si varful la dreapta.

Coborarea de la radacina pe o ramura SV catre nodul 3. De aici se coboara pe o ramura
de NFE catre 14 si ne oprim. Acesta este vecinul la V' al nodului 41.

Imaginea asociata arborelui este:
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Se observa imediat, ca intr-adevar vecinul la V' al nodului 41 este nodul 14.

=3

Etichetele frunzelor arborelui quad din figurd, nu reprezintd codurile in baza 4 cores-

punzatoare acestor frunze.

Calculam codul corespunzator frunzei marcate cu 37. Coordonatele acestei frunze sunt
x = 2,y = 7. Scrise in baza 2 devin x = 010, y = 111. Se intercaleaza codul lui y, cu
cel al lui x si se obtine codul 101110. Dupa ce grupam cifrele cate doua si calculam cifra

corespunzatoare in baza 4 pentru fiecare grup, se obtine 232.

2. Se d& urmitoare imagine 23 x 23,
01 234567

=Iu

N N R WD = O

Sa se deseneze arborele quad corespunzator obtinut prin partitionarea in suprafete uniforme.

Sa se calculeze codurile corespunzatoare pentru frunzele negre.

Rezolvare: Prezentam in figurile de mai jos modul de impartire a imaginii si constructia

arborelui quad asociat. Au fost colorate cu gri acele noduri, care nu sunt frunze.
01 234567

0
0
| |
N

2

~N O s W

01234567 0
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3. Se considera suprafata de dimensiune 128 x 128, care contine multimea de puncte P = {(20, 45), (45, 60), (100,

Desenati suprafata cu punctele si construiti arborele PR asociat.

Rezolvare: Suprafata de dimensiune 28 x 28 asociata, cu multimea de puncte P = {(20, 45), (45, 60), (100, 10

(96,80), (60,70)}, impreuna cu arborele PR asociat este reprezentat in figura urmatoare.

128




Capitolul 7

ANEXA

Aceasta sectiune contine o serie de teme de control, care presupun aplicarea practica a notiunilor
acumulate in partea teoretica a cursului. Problemele propuse presupun implementarea structurilor
discutate precum si utilizarea acestora in contextul rezolvarii unor probleme concrete.

Temele de control sunt structurate in functie de capitolele teoretice. Ele vor fi rezolvate de catre
studenti acasa, folosind mediul de programare C++ si biblioteca SLT, precum si materialele de labo-
rator, care vor fi disponibile pe platforma de elearning a Universitatii Transilvania.

Rezolvarile vor fi incarcate pe platforma de elearning si vor fi prezentate personal la finalul semes-

trului pentru a fi notate.

7.1 Tema de control - Elemente de programare.

Vectori. Matrice

1. Numim perechea (x,y) pereche ordonata daca = < y.

(a) S& se verifice daca un vector contine doar perechi ordonate (care satisfac conditia de mai

sus).

(b) Sa se verifice daca oricare z din prima jumatate a vectorul formeaza o pereche ordonata

cu oricare y din cea de-a doua jumatate.

2. Sa se verifice si sa se afiseze daca un vector este superior sau inferior. Un vector este superior
daca acesta contine mai multe elemente cu valoarea mai mare decat media aritmetica a intregului

vector si inferior altfel.

3. Se comnsidera un vector de n puncte. Fiecare punct este un element de tipul unei structuri cu
doua campuri, reprezentand coordonatele spatiale (z,y). Sa se afiseze perechile de 4 puncte care

pot forma un dreptunghi. Daca nu exista astfel de pereche se va afisa un mesaj corespunzator.
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4. Se considera un teren dreptunghiular reprezentat de o matrice de dimensiuni height x width.
Pe acest teren pasc vacute si se plimba gaste. Fiecare pozitie de pe teren este marcata cu 0 sau
2. Daca este marcata cu 2, Inseamna ca acolo se afla doua picioare. Vacutele sunt reprezentate
de doua perechi picioare aflate pe pozitii alaturate (pe verticala sau pe orizontald). Gastele sunt
reprezentate de pozitii marcate cu 2, inconjurate de 0. Sa se afiseze cate vacute si cate gaste

sunt pe teren.

5. Un profesor a studiat structura relatiilor dintre elevii sai. Pentru a reprezenta aceasta structura,
profesorul a numerotat elevii de la 1 la n si a construit o matrice patratica cu n linii astfel:
ali, j] = 1 daca elevul i il agreeaza pe elevul j si 0 altfel. Se considera ca fiecare elev se agreeaza

pe sine insusi.

(a) Afisati pe ecran elevul (elevii daca sunt mai multi) care are (au) cei mai multi prieteni si
cati prieteni are (au). Se considera prieteni doi elevi care se agreeaza reciproc.

(b) Exista vreun elev care nu are niciun prieten?

(c) Afisati elevii care nu sunt agreati de nimeni.

Exemplu: se considera 6 elevi si matricea de prietenie urmatoare

_ O R O =)
(e T e T e )
o O O = = =
= o= == O O
e e e e
- o O o o ©

(a) Elevul 2 are cei mai multi prieteni (2) si anume pe elevul 1 si pe elevul 5.
(b) Elevul 3 nu are niciun prieten. El agreeaza elevii 4 si 5, dar este agreat de elevii 1 si 2.
(c) Elevul care nu este agreat de nimeni este elevul 6.

Observatie: In exemplu numerotarea elevilor a fost ficuts de la 1 la 6. In implementarea C++

aveti grija sa folositi in matrice indici de la O si sa ajustati numerotarile.

g8t 7.2 Tema de control - Structuri elementare

N7

1. Simulati functionarea unei cozi folosind doua stive. Scrieti un program C-++ in care sa creati o
structura stiva, cu functii de tip push, pop, empty() si clear(), iar cele doua cozi vor fi membrii
al structurii, iar functiile stivei vor avea la baza functiile cozilor. Puteti folosi implementari

proprii sau elemente de STL, discutate la laborator.
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B

. Implementati o lista dublu inlantuita, cu functii de tip push_front, push_back, pop_front,

pop_back, find, erase, empty, clear. size.
De asemenea adaugati functiile:
e insert_before(keyl, key2) - insereaza un element cu cheia key2 inainte prima aparitie a
cheii keyl. Daca keyl nu apare in lista, atunci key2 se adauga la finalul listei.

e remove(int key) - sterge toate aparitiile cheii key (implica parcurgerea listei)

. Inversare elemente vector. Sa se inverseze elementele unui vector utilizand o stiva. Primul

element se va interschimba cu ultimul, al doilea cu penultimul, etc.

. Parantezare corecta: Se da un sir de paranteze deschise si inchise de tip (, ), [, ], {, }. Sa se

verifice daca sirul este corect, adica fiecare paranteza deschisa este inchisa apoi, iar paranteze
de ordin mai mare nu sunt incluse in paranteze de ordin mai mic sau de acelasi ordin. Folositi
o stiva (std :: stack < char >) pentru rezolvare. Exemplu: sirul [()()] este corect, sirul ([]) nu

este corect, sirul ()] (nu este corect).

. Implementati algoritmii de la sectiunea de probleme rezolvate, de capitolul 1, unitatea 2.

i} 7.3 Tema de control - Tabele de dispersie

N7

. Implementati o structura / clasa de tip tabela de dispersie care stocheaza numere naturale si

care rezolva coliziunile prin liste inlantuite. Folositi pentru selectarea pozitiei de insertie metoda

multiplicare-deplasare, iar pentru implementare o abordare orienta obiect.

. Palindrom. Se considera un vector de caractere (citit din fisier). Sa se scrie o functie care are

ca parametru acest sir si care returneaza un palindrom format cu toate caracterele sirului, daca
acest lucru este posibil sau un sir vid altfel. Implementati eficient folosind unordered_map
din STL.

. Permutari. Se considera doua siruri de caractere (citite din fisier). Sa se scrie o functie care are

ca parametru cele doua siruri si care returneaza true daca al doilea este o permutare a primului

si false altfel. Implementati folosind unordered _map din STL.

Concurenti. Se considera un numar de competitii sportive la care s-au inscris concurenti.
Pentru fiecare competitie exista o lista cu numele si prenumele concurentilor (pereche de valori
de tip std::string). Aceste liste se citesc dintr-un fisier. S& se scrie o functie care indica

persoanele care participa la mai mult de o singura competitie.

7.4 Tema de control - Arbori si heap-uri
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1. Operatii pe un arbore binar. Se citeste dintr-un fisier un arbore binar. Modul de citire este
la alegere.Variante propuse:
e Se citesc 2 parcurgeri din care se construieste arborele.

e Se citesc 3 vectori - unul cu cheile arborelui, unul cu copii stangi pentru fiecare nod, unul

cu copii drepti pentru fiecare nod.
e Citire pe niveluri (in latime).

e Printr-un vector de tati.
Sa se implementeze urmétoarele functii pentru arbore:

e O functie ce calculeaza inaltimea unui subarbore.

e Functii pentru parcurgerea arborelui (RSD, SRD, SDR, niveluri).

O functie care afiseaza frunzele de la stanga la dreapta.

O functie care verifica daca doi arbori sunt identici.

O functie care verifica daca un arbore e complet.

O functie care determina adancimea unui nod.

2. Sortare Sa se implementeze algoritmul Heap-Sort. Sa se sorteze un vector de numere folosind

apoi algoritmul.

3. Coada de prioritati. Implementati o coada de prioritati folosind o structura (clasa) PRIO-

RITY_QUEUE, care si care sa dispuna de toate functiile necesare, descrise in partea teoretica.

4. Interclasarea optimala. Se considera n vectori de numere intregi sortati crescator. Sa se
interclasesez acesti vectori intr-unul singur cu numar minim de comparatii. Folositi o coada de

prioritati.
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